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Réduction des endomorphismes

1. L'étude d'un endomorphisme u d’un espace vectoriel E
consiste a identifier des sous-espaces vectoriels de E sur lesquels
le comportement de u est aussi simple que possible.

Rappels

I.1 Endomorphisme canoniquement associé a une
matrice

2. Bases canoniques
On note traditionnellement (Ey,...,E;), la base canonique de
'espace M, ;1 (K) des matrices colonnes.
On identifie couramment les espaces vectoriels K" et M, 1 (K),
au sens ou la méme notation x est utilisée pour le vecteur
x=(x,...,xy) € K"
et pour la matrice colonne
x=x1E14+---4+x,Ey € Dﬁn,l(]K)
qui représente ce vecteur dans la base canonique de K".

2.1 On note (E;;)1<i<n,1<j<p- la base canonique de 90, , (IK),
de telle sorte que la matrice

A = (a;)1<isni<i<p € Min,p(K)
peut étre décomposée en
n p
A= Z Zai,]-Ei,j.
i=1j=1

Pour tout 1 < j < p, la j-ieme colonne de A est égale a

n
Z lll‘,]'E,' S gﬁn,l (]K)
i=1

Pour tout 1 < i < 1, la i-iéme ligne de A est égale a
S
Z ai Ej S Dﬁl,p(]K).
=1

22 0O SiE;et Ej ont méme taille, alors
'EiEj = 6;; € K.
23 0O SiE; € My (K) et Ej € M, 1(K), alors
E/'Ej = E;j € My p(K).
24 [ SiE;; € Mpyp(K) et Exp € Mpq(K), alors
E;jExe = 6jxEip € My q(K).

3. Soit A € My, p(K).

3.1 Si E; € M, 1(K), alors le produit AE; est la j-eme co-
lonne de A.

3.2 Si E; € M, 1(K), alors le produit 'E;A est la i-eme ligne
de A.

4. O On suppose que les espaces IKP et IK"* sont rapportés a leurs
bases canoniques respectives.

L'application linéaire canoniquement associée a une matrice A de
My, p(K) est Uapplication linéaire de IXP dans K" représentée par la
matrice A.

5. Si A € My, (K), alors "application
(X = AX] 9y 1 (K) — M, 1 (K)

est une application linéaire et sa matrice relative aux bases cano-
niques de M, 1 (K) et M, 1 (K) est la matrice A.

6. O L'image de A € My p(K) est le sous-espace de M, 1(K)
engendré par la famille des colonnes de A.

Im A = Vect(AEy, ..., AE,) = {AX, X € M, 1 (K)}

7. Soit A € My ,(K).
7.1 O Le noyau de A est le sous-espace de M, 1 (IK) défini par

XeKerA < AX=0.

7.2 Le noyau de A est réduit au vecteur nul si, et seulement
si, 'application linéaire canoniquement associée a A est injective.
7.3 O Une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son noyau
est réduit au vecteur nul.

7.4 Méthode

Les vecteurs du noyau de A sont en bijection avec les relations
de liaison entre les colonnes de A au sens o1 la matrice colonne

X =wmE +aEr+---+apEp

appartient a Ker A si, et seulement si, les colonnes (C;)1<j<p de
A sont liées par la relation

a1C1 +a2Cy + -+ - +a,Cp = 0.

1.2 Matrices semblables

8.1 [ Soient A et B, deux matrices carrées. La matrice B est sem-
blable a la matrice A lorsqu’il existe une matrice inversible P telle
que

B =P lAP.

On note alors B = A.

8.2 Soit A = Maty(u). La matrice B est semblable a A si, et
seulement si, il existe une base ¢ telle que B = Mat ().

8.3 [ Pour tout entier n > 1, la relation de similitude = est une
relation d'équivalence sur chaque espace M, (IK).

8.4 O Deux matrices semblables ont méme rang, méme trace et méme
déterminant.

9. Conjugaison des matrices
9.1 O Quelle que soit la matrice P € GL,,(IK), I'application

[M — P~1MP]

est un automorphisme de I'algebre M, (IK).
9.2 Soient A et B, deux matrices semblables.

1. Quel que soit k € N, les matrices AF et B¥ sont sem-
blables.

2. La matrice A est inversible si, et seulement si, la matrice
B est inversible et dans ce cas, A~! et B~! sont semblables.

3. Pour tout polyndome Q € K[X], les matrices Q(A) et
Q(B) sont semblables. En particulier, Q(A) = 0 si, et seulement
si, Q(B) = 0.
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10. Matrices codiagonalisables
1. Deux matrices diagonales D; et D, commutent.
2. Sl existe une matrice inversible P telle que

P7'AP=D; et PT'BP=D,,

alors les matrices A et B commutent.

3. Si A et B représentent deux réflexions d'un plan eucli-
dien dans une méme base orthonormée, elles sont semblables a
une méme matrice diagonale. Les matrices A et B commutent-
elles?

11. Soient B et C, deux matrices semblables dans 9, (C).
Pour quels x € C les matrices (xI, — B) ! et (xI, — C)~! sont-
elles semblables ?

12. Une matrice de rang 1 est semblable a une matrice dont
toutes les colonnes, sauf la premiere, sont nulles. Plus précisé-
ment, si A € M, (K) est une matrice de rang 1, alors :

— ou bien A est semblable a E;,_1 ,;

— ou bien il existe § € K tel que A soit semblable a 6E; ;.
Etudier la réciproque.

13. Parmi les matrices suivantes, déterminer celles qui sont
semblables.
1 0 0 0 0 O 0 1 0 1 0 0
0 0 O 0 1 0 0 0 O 0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 3
0 0 1 0 0 1 0 0 O 1 1 0
0 0 O 0 0 1 0 0 1 0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 2 0 0 1 0 0 0 O 2 0 0
0 0 O 0 0 1 0 2 0 0 2 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
14. Les matrices
1 0 O 1 0 0
A=10 0 1 et B=[0 1 1
0o -1 2 0 0 1

sont semblables. Calculer A" pour tout n € IN.

15. Les matrices
1 0—0 0
‘ 1
A= ‘ € M,1»(K) et B=Diag(0, )
1
0 0—01

sont semblables.

16. Si les matrices A; et A, sont semblables dans 9, (K),
alors les matrices

A 0 Ay 0
( 0 Al) et ( 0 Az)
sont semblables dans My, (K).

1.3 Sous-espaces stables

17. L'image par u € L(E) d’un sous-espace F de E est un
sous-espace vectoriel de E, qu’on note u,(F).

17.1 O Un sous-espace F est stable par I'endomorphisme u € L(E)
lorsqu’il contient son image par u :

us(F) C F.

17.2  Le sous-espace F = Vect(x;, i € I) est stable par u si, et
seulement si, u(x;) € F pour touti € I.

17.3  Si F et G sont deux sous-espaces stables par u, alors les
sous-espaces F 4 G et F N G sont stables par .

17.4  SiF est stable par u, alors F est stable par Q(u) pour tout
polynéme Q € K[X].

175 Siuowv = vou, alors Kerv et Imv sont stables par u.

Endomorphisme induit par restriction

18. O Soient u € L(E) et F, un sous-espace stable par u. L'endo-

morphisme induit par restriction de u au sous-espace F est I'appli-

cation up : F — F définie par
VxeF, up(x)=u(x).

19. Sous-espaces stables et polyndmes en u

Soient F, un sous-espace vectoriel stable par u et ur, I'endomor-
phisme de F induit par restriction de u. Alors

VPeK[X],VxeF, Pug)(x)=Pu)(x).

19.1 O Pour tout P € K[X], un sous-espace F stable par u est aussi
stable par P(u) et I'endomorphisme induit par restriction de P(u) a F
est P(ur).

19.2 O Soient E, un espace de dimension finie et u € GL(E). Si F est
un sous-espace stable par u, alors ur € GL(F), le sous-espace F est

stable par u=" et
(™ )p = (up) ™.

20. Traduction matricielle

On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie.
20.1 O Il existe un sous-espace F stable par u € L(E) si, et seulement
si, il existe une base % de E telle que

Matyy (1) = (6‘ g)

ot les blocs A et C sont des matrices carrées.

Dans ce cas, la matrice A représente l'endomorphisme ur induit par
restriction de u a F.

20.2 Il existe une base 4 de E et deux matrices carrées A et B

telles que
A 0
Sﬁat@(u) = (O B)

si, et seulement si, I’espace E est somme directe de deux sous-
espaces stables par u.

21. Exemples élémentaires

1. Soient D, une droite vectorielle et f, un endomorphisme
de D. Quelle est la nature géométrique de f?

2. Soient P, un plan vectoriel et Z = (e1,¢;), une base de
P. On cherche a caractériser les endomorphismes de P dont la
structure est la plus simple.

2.a  Quels sont les sous-espaces de P stables par une homo-
thétie ? une projection ? une symétrie ?

2b Soit f € L(P). On suppose qu'il existe deux droites vec-
torielles F et G stables par f, telles que P = F @ G. Que dire des
endomorphismes induits par restrictionde f a Feta G?

2.c  Soit fy, 'endomorphisme de P défini par

Mataa(fo) = (§ 1)

Quelles sont les dimensions possibles pour un sous-espace de P
stable par fp? Quels sont les sous-espaces stables par fj ? Existe-
t-il deux sous-espaces stricts de P qui soient supplémentaires
dans P et stables par f;?

1.4 Projections et décomposition en somme directe

22. O Soit p € L(E), un projecteur. Alors x € Im p si, et seulement
si, x = p(x).

23. Projections associées a une décomposition

On suppose connue une décomposition en somme directe de E :

(1) E=PE

iel

ot I’ensemble d’indices I est fini.



I RAPPELS

231 Pour tout i € I, la projection p; sur E; parallelement au
sous-espace
Fi=PE;
j#i
est bien définie. Cet endomorphisme de E vérifie :
Imp; = E;, Kerp; = F,.

23.2  Pour tout x € E, la décomposition de x adaptée a la
décomposition (1) de E est

x=Y pi(x).

il
23.3
x#0p < Ji€l, pi(x);:éOE
23.4  La famille (p;);c; des projections associées a la décom-

position de E en somme directe vérifie :

Vi#,

Y pi=I.

icl

piopj=0 et

24, Etude réciproque
On suppose connue une famille finie (p;);c; d’endomorphismes
de E tels que

Vl?é], p,-opj:O et ZPiZIB
iel
241  Pour tout i € I, 'endomorphisme p; est un projecteur.
242 Onen déduit une décomposition de E en somme directe :
@) E=@Imp;
iel
et comme

Viel, Kerp, = @Imp]-
j#
les endomorphismes (p;);c; sont les projections associées a cette
décomposition de E.

1.5 Polynomes en u et idéal annulateur
25. Suite de [6.81] — Soit u € L(E). Pour tout polyndéme

P:ao+a1X+~~~+adXd,
on définit I'endomorphisme P(u) de E par
P(u) = ag Ig +ayu+ - - - + agu’.
25.1 O L'application de IX[X] dans L(E) définie par
Ev= [P+ P(u)]

est un morphisme d’algebres.

252 SiP = QPy+ R, alors P(u) = Q(u) o Py(u) + R(u).
25.3  Pour tout v € GL(E) et tout P € K[X],

P(v touov)=vtoP(u)on.
25.4  Sile polyndme P est scindé :

P=cy(X—ap)™ - (X—ar)™,
alors

P(u)=cg-(u—ayIg)™o---o(u—alg)™.
255 SiP = PP, P, alors
Vo €&, P(u)=Pyq(u)oPyp(u)o- 0Py (u).

256 SiP=PP---Pretsix € KerPi(u) pourunl < k <,

alors x € Ker P(u).

26. Polynomes en u [6.82]

Soit u € L(E).

26.1 O L’image du morphisme &, est 'algebre des polyndmes en 1.
Cette sous-algebre commutative de L(E) est notée IK[u].

26.2  Quels que soient les polyndmes P et Q dans K[X], les
sous-espaces Ker P(u) et Im P(u) sont stables par Q(u).

26.3  Si deux endomorphismes 1 et v commutent, alors

P(u) o Q(v) = Q(v) o P(u).

Si de plus v est inversible, alors u et v~ commutent.
26.4 O Formule de la série géométrique
Quels que soient les polynomes P et Q et I'entier n € N,

vV P,Q e K[X],

n
P(u)™1 = Q(u)" = [P(u) = Q)] o | 1 P(u)" 0 Q(u)*].
k=0
26.5 0 Formule du bindéme
Quels que soient les polynomes P et Q et I'entier n € N,

n

(P +Q)" = ¥ () PGt o QG
k=0

27. Idéal annulateur [6.83]

Soit u € L(E).

27.1 O Le noyau du morphisme &, est un idéal de K[X], appelé idéal

annulateur de u.

27.2 O Un polynéme P € K[X] est un polynéme annulateur de u

lorsque P(u) est I'endomorphisme nul.

27.3  Le degré d’'un polynéme annulateur non nul est supé-
rieur a 1.
27.4  Si P estun polyndme annulateur de u, alors tout multiple

de P est un polynéme annulateur de u.

27.5  Si P et Q sont deux polyndmes annulateurs non nuls de
u, alors le reste de la division euclidienne de P par Q est encore
un polyndme annulateur de u.

28. Pour toute matrice M € 9, (K), on définit de méme un
morphisme d’algebres de IK[X] dans M, (IK) en posant

vV P e K[X], Em(P) = P(M).
L'image du morphisme &y est l'algebre IX[M] des polynomes
en M. Cette sous-algebre de 9, (K) est commutative.
Le noyau de ce morphisme est 1'idéal annulateur de M. Les élé-
ments de cet idéal, qui n’est pas réduit au polyndme nul [6.83],
sont les polynémes annulateurs de M.

Entrainement

29. Questions pour réfléchir

1. Si A et B appartiennent a M1, (IK) et si P est une matrice
inversible telle que P~1Ap =B, quelle est la taille de P ?

2. Quelles sont les matrices semblables a I;? a 0, ?

3. Deux matrices de méme déterminant sont-elles sem-
blables ?

4.  Deux matrices semblables sont équivalentes.

5. Une matrice A € M, (K) de rang r > 0 telle que A =0

est semblable a
0 I
0 0/

6. Toute matrice triangulaire supérieure est semblable a une
matrice triangulaire inférieure.

7. Soient u € L(E) et v € L(F), les endomorphismes définis
par A = Matgz(u) et B = Mate (v).
Les matrices A et B sont semblables si, et seulement si, il existe
un isomorphisme ¢ € L(F,E) tel que v = ¢ L ouo g.

8. Pour tout isomorphisme ¢ : E — F, la conjugaison

[quoouoqfl]

est un isomorphisme d’algebres de L(E) sur L(F).
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9. Si F est un sous-espace de dimension finie, alors u.(F)
est un sous-espace de dimension finie et
dim[u,(F)] < dimF.
Dans quel cas u(F) et F ont-ils méme dimension ?

10. Un endomorphisme f € L(E) commute a un projecteur
p si, et seulement si, les sous-espaces Im p et Ker p sont stables
par f.

11.  Quel que soit 'endomorphisme 1, les sous-espaces Ker u
et Im u sont stables par u.

12.  Si le sous-espace F est stable par u et par v, alors F est
stable par le crochet de Lie [1,v] =uov—vou.

13.  Soitu € L(E).

13.a  Condition pour qu’il existe une application v :

telle que
v(x) = u(x).

13.b  Si une telle application v est définie, alors c’est un endo-
morphisme de F.

14. Comparer u, sa restriction Ujr a F et 'endomorphisme
ur induit par restriction a F.

15.  Un sous-espace stable par u? est-il stable par u? (Consi-
dérer une rotation ou une symétrie.)

16.  Soit u € GL(E). On suppose que

Wt () = (§ &)

ol la sous-matrice A est une matrice carrée.

16.a La sous-matrice C est carrée. La sous-matrice B est-elle
carrée?

16.b Interpréter la matrice A.

16.c  Quelle est la forme de la matrice Matz(u"")?

17.  Soit # = (ex)1<k<n, une base de E et M, la matrice de u
relative a la base %. Condition sur M pour que le sous-espace
F = Vect(ey, ..., er) soit stable par u.

18.  On suppose que E = Imu @ Ker u. Quelle est la forme
de la matrice de u dans une base adaptée a cette décomposition
de E?

19.  Suite de [23.4] — On suppose que E est un espace de di-
mension finie et on considére une base % adaptée a la décom-
position de E en somme directe. La matrice de la projection p;
relative a la base % est diagonale et ses coefficients diagonaux
sont égauxa 0 ou a 1.

20.  Soient (P;)1<i<y, une famille de matrices de M (IK) telles

que
Y Pi=1,
iel

F— F

VxeF,

Vl#], PI'P]'ZO et

Il existe une matrice inversible Q telle que toutes les matrices
Q~1P,Q soient diagonales.

21.  Comparer les écritures P(u)(x) et P(u(x)).

22, Comparer [P(u)]¥, P(u¥) et (P¥)(u) pour k € N.

23.  Suite de [6.80] —

23.a Le commutant de u contient K[u].

23.b  Pour tout polyndéme P € K[X], le commutant de u est
contenu dans le commutant de P(u).

24.  Siu estnilpotent, alors Ig —u est inversible et son inverse
est un polynéme en 1.

25.  Calculer (AIg +u)" lorsque u est un projecteur.

26.  Un endomorphisme 1 € L(E) est nilpotent si, et seule-
ment si, il existe p € IN tel que X? soit un polyndme annulateur
de u.

27.a Si P et Q sont deux polynémes annulateurs de u, alors
leur pged est un polyndéme annulateur de .

27.b  Deux polyndmes annulateurs de u ne peuvent étre pre-
miers entre eux.

28. La dimension de K[u] est supérieure a 1. Cas d’égalité?

29. SidimE = d, alors il existe un polyndme annulateur non
nul de u dont le degré est inférieur a d2.

30.a  Le mondme X"*! est un polynéme annulateur de la dé-
rivation sur K, [X].

30.b Le seul polyndme annulateur de la dérivation sur K[X]
est le polyndme nul.

30. Relation de liaison minimale

Soit (x;);cs, une famille liée.

I existe un entier ngp € N tel qu’il existe une sous-famille liée
(xi)iej, de cardinal g et que toute sous-famille (x;);c; de cardi-
nal strictement inférieur a ng soit libre.

Discuter 'unicité de 1’entier 1y ; de I’ensemble J;.

31. Exemples de familles libres

31.1  Pour tout n € N, on note Jy,, la suite dont tous les termes
sont nuls, sauf le terme d’indice n qui est égal a 1. La famille
(6n)nen est libre et engendre le sous-espace des suites nulles a
partir d’un certain rang.

312 Les exemples suivants utilisent des arguments d’Analyse
pour démontrer ’absence de relation de liaison autre que la re-
lation triviale.

1. Une combinaison linéaire de fonctions continues est une
fonction continue, donc la famille (]l[a, +Oo[) qcr est libre.

2. Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est dé-
rivable, donc la famille ([t + [t —al]) _p, est libre.

3. Ilarrive qu’on puisse, par dérivation ou par comparaison
des ordres de grandeur, déduire d’une relation de liaison non
triviale une autre relation de liaison sur un plus petit nombre de
vecteurs.

3.a La famille ([t — exp(at)]), . est libre.

3.b  La famille ([t — Cos(at)])a€R+ est libre.

3.c La famille ([n — q”])qeR est libre.

32. Pour tout A € R, on note ¢, la fonction [x ~— x*].

1. On considere les ¢, comme des fonctions de [0 1] dans
RR. Elles ont des ordres de grandeur différents au voisinage de
l'origine, donc la famille (¢5) ek, est une famille libre.

2. De méme, les fonctions ¢,, considérées comme des fonc-
tions de [1,+oo[ dans R ont des ordres de grandeur différents
au voisinage de I'infini, donc la famille (¢, ) cg ., est une famille
libre.

3. Quel que soit I'intervalle I de longueur strictement posi-
tive, les fonctions ¢, considérées comme des fonctions de I dans

R sont linéairement indépendantes. —[53.5]
33.  Les endomorphismes de R3 définis par
f(xy,z) = (x,0,0), f2(x,y,z) = (¥,0,0), f3(x,y,2) = (z,0,0)

sont linéairement indépendants alors que la famille

(f1(u), fa(u), f3(u))

est liée pour tout u € R3.

34. Soit u € L(E), un endomorphisme de rang r. Si & est
une base adaptée a une décomposition E = G @ Ker u, alors il
existe une matrice A € GL,(K) telle que :

Mat (i) = (g‘ 8) .

35. Si le noyau et 'image de M € 2, (K) sont en somme
directe, alors M est semblable a une matrice de la forme

(5 %)

ol A est une matrice inversible.

36. Soit M € My, (R), telle que Ker M = Im M. L'entier n est
pair et la matrice M + ‘M, qui est semblable a

0 I
I; 0)°

est inversible.
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37. Symétries et sommes directes
1. Lareprésentation cartésienne des nombres complexes

VzeC, z=%Re(z)+iIm(z)
est associée a une décomposition de C en somme directe.

2. La décomposition des applications de R dans R en
somme d’une fonction paire et d"une fonction impaire :

VreR, f(x)=® +2f(—x)+f(X) —Zf(—x)

est associée a une décomposition de &7 (R, R) en somme directe.
3. La décomposition des matrices carrées en somme d’une
matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique :

M+'M  M-'M

M =
2 + 2
est associée & une décomposition de M, (K) en somme directe.
4. Généraliser.

38. Soit E = Ry[X]. Pour tout 0 < i < 1, on note F;, l'en-
semble des polyndmes P € E tels que P(j) = 0 pour tout entier
0<j<ndistinctdei. AlorsE=Fy®F @@ F,.
39. On suppose que E = F; @ F, = G © Gy, que F; C G et
que Gy C F. Alors E = F; ® Gy @ (F, N Gy).
40. Polynoémes interpolateurs
401 Soient d € N et (a;)o<k<y, une famille de scalaires deux
a deux distincts. Le nuage de points

(ax, a)o<k<n

admet un polynome interpolateur évident : lequel ? Relier ce po-
lynoéme a

n
Z leLk.
k=0

A quelle condition sont-ils égaux ?

40.2  Soient (ay)1<k<r, une famille de scalaires deux a deux
distincts et deux familles de matrices (Ag)1<k<r €t (Bx)i<k<r
telles que

r T
VgeN, Y alAy=Y alB.
k=1 k=1
Alors Ay = By pour tout 1 < k <.
40.3 Il existe des complexes ay, ..
tels que

., 4y deux a deux distincts

n
V1i<k<n, Za'é‘:o.
/=1

Existe-t-il des complexes by, ..., b, tels que

41. Soit A € M, (K). On suppose que
M=A+tr(M)I,.

Que vaut tr(M) ? Que vaut M ?

421  Endomorphismes de rang 1
Soit f € L(E), un endomorphisme de rang 1.

1. Il existe une forme linéaire ¢ € E* et un vecteur u € E
tels que

3 Vx€eE f(x)=¢(x)- u
Discuter 'unicité du couple (¢, u). Relier le noyau et I'image de
fagetau.

2. Lesendomorphismes f et f2 sont proportionnels. Condi-
tion sur u et ¢ pour que f soit un projecteur ?

3. Si g est un endomorphisme tel que g2 soit proportionnel
a g lerang de g est-il égal a 1?
42,2  Matrices de rang 1
Soit A € M, (K), une matrice de rang 1.

4. Il existe deux matrices colonnes U et V, non nulles, telles
que

4) A=U'V.

Relier le couple (U, V) au couple (1, ¢) de (3). Condition sur U
et V pour que A soit symétrique? Expression de la trace de A
en fonction de U et V' ? En déduire que

A% =tr(A)- A.

5. La matrice A est une matrice de projection si, et seule-
ment si, VU = 1.
423 Suite de [12] — Soient A et B, deux matrices de M, (R). Si
rg B =1, alors

det(A + B)(A — B) < (det A)2.

43. Lemme d’Hadamard
Si A = (a;)1<ij<n € Mn(C) est une matrice a diagonale forte-
ment dominante :

V1<i<n, Y lail < lagil,
1<j<n
J#
alors [7.3] elle est inversible.
44, Endomorphismes de trace nulle et crochet de Lie

1. Quelles que soient les matrices A et B de M, (K), la trace
de [A,B] = AB — BA est nulle.

2. Soit u € L(E), un endomorphisme de trace nulle.

2.a  Que dire d'une homothétie de trace nulle ?

2.b  Siu n’est pas une homothétie, il existe un vecteur x; € E
tel que le couple (xq,u(x1)) soit une famille libre. —[65]

2.c Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
égale a

ou N7 € M,,_1(R) est une matrice de trace nulle.

3. Toute matrice de trace nulle est semblable a une matrice
dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.

4. Soient D, = Diag(1,2,3,...,n) et ®, 'endomorphisme
de M, (C) défini par

VMeMm,(C), PM)=MD,—D,M.

Le noyau de @ est le sous-espace des matrices diagonales et son
image est le sous-espace des matrices dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls.

5. Soit u € L(E). La trace de u est nulle si, et seulement si,
il existe deux endomorphismes v et w de E tels que

U=00wW—wou.

45. Commutant d’un endomorphisme cyclique [6.80]
Soit f, un endomorphisme de 1’espace vectoriel E.
451  On suppose qu’il existe un vecteur xy € E tel que la

famille
(x0, f(x0), -, f" 1 (x0))

soit une base de E et on note ¢, le commutant de f.
1. Quelle est la dimension de E ? Que dire du rang de f?

2.
¢ = Vecti (Ig, f, . '-/fnil)

3. Comparer les dimensions de ¢ et de K[f]. Comparer
avec le résultat du [6.84. 5].
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452 Si f" =0et f"~! # 0, alors pour tout vecteur xg € E tel
que f"1(xg) # 0, la famille

(x0, f(x0), f2(x0), .. f" ! (x0))

est une base de E.
46. On suppose que E admet une décomposition en somme

directe .
E=PE
k=1

ot les sous-espaces Ej sont tous stables par u. Pour 1 < k <,
on note 1y, I'endomorphisme de Ej induit par restriction de u.
1. Les sous-espaces Imuy sont-ils en somme directe? Leur
somme est-elle égale a E?
2. Le noyau de u admet une décomposition en somme di-
recte :

’
Keru = @ Ker u.
k=1
Condition pour que l'application u soit injective ?

I

Eléments propres

47. Une droite est stable par u € L(E) si, et seulement si, elle
est dirigée par un vecteur x tel que

IrekK, u(xg)=A-xp.

Vecteurs propres

48.1 O Un vecteur x € E est un vecteur propre de l'endomorphisme
u € L(E) lorsqu’il est distinct du vecteur nul O et qu'il existe un
scalaire A € K tel que u(x) = A - x.
48.2 O La famille (xo, u(xo)) est liée si, et seulement si, le vecteur x
est nul ou propre pour u.
483 Si 92 =K -xgouu(xg) =A-xg, alors

Vxe?, u(x)=A-x
Valeurs propres

49. Soit u € L(E).

49.1 O Un scalaire A € K est une valeur propre de u lorsque I’endo-
morphisme (u — Alg) n'est pas injectif.

49.2  Le scalaire A € K est une valeur propre de u si, et seule-
ment si, il existe un vecteur x # 0 tel que u(x) = A - x.

493  Siu(xg) =A-x9 = pu-xgetxy#O0g, alors A = p.

49.4 O La valeur propre associée i un vecteur propre x de u est
l'unique scalaire A € K tel que u(x) = Ax.

49.5 O L’endomorphisme u est injectif si, et seulement si, 0 n’est pas
valeur propre de u.

49.6 O Le spectre de I'endomorphisme u est I'ensemble, noté Sp(u),
de ses valeurs propres.

49.7  Si E est un espace de dimension finie, alors A est une
valeur propre de u si, et seulement si, det(u — AIg) = 0.

50. Valeurs propres et polyndmes annulateurs
Soit u € L(E).
50.1 O Siu(x) = A-x,alors

VPeK[X], P(u)(x)=PQA)-(x).

50.2 O Si P est un polynome annulateur de u, alors toute valeur
propre de u est une racine de P.

51. Exemples de spectres

51.1  Le spectre de I'homothétie de rapport k est réduit a {k}.
51.2  Le spectre d’une projection est en général égal a {0,1}.
51.3  Le spectre d'une symétrie est en général égal a {—1,1}.
514  Le spectre d’'un endomorphisme nilpotent est réduit au

singleton {0}.
515  Le spectre d’une rotation de R? est en général vide et
celui d’une rotation de R3 est en général réduit a {1}.

Sous-espaces propres

52.1 O Soient u € L(E) et A € Sp(u). Le sous-espace propre de E
associé a la valeur propre A € Sp(u) est Ker(u — Alg).

52.2  La dimension d’'un sous-espace propre est toujours su-
périeure a 1.

52.3 O Si u et v commutent, tout sous-espace propre de u est stable
par v.

52.4 > Les sous-espaces propres de u sont stables par .

53. Indépendance des sous-espaces propres

53.1 Soient x1, ..., xr, des vecteurs appartenant aux sous-
espaces propres de u respectivement associés aux valeurs
propres Ay, ..., Ay. Alors

r r

vQeKX, Q) (Y %)= Y Q).

k=1 k=1
53.2 O Les sous-espaces propres d'un endomorphisme sont en somme
directe.
53.3 O Si E est un espace de dimension finie, le nombre de valeurs
propres d’un endomorphisme de E est inférieur a dim E.
53.4 O Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres
deux a deux distinctes est une famille libre.
53.5  Suite de [32] — Pour tout A € R, la fonction ¢, est
un vecteur propre, associé a la valeur propre A, de I'endomor-
phisme 1 de ¥ (I, R) défini par

u(f)(x) = xf'(x)

donc la famille (¢ )aer, est libre.

Vxel,

Traduction matricielle

54. Eléments propres d’une matrice
54.1 O Le scalaire A € K est valeur propre de A € M, (K) lorsque

rg(A —Aly) < n.

Le spectre de A est I'ensemble de ses valeurs propres.
54.2  Le scalaire A € K est une valeur propre de la matrice
A € M, (K) si, et seulement si, la matrice (A — AI,) n’est pas
inversible.
543  Si A =9Matgy(u), alors Sp(A) = Sp(u).
54.4 O Si A € M, (K), alors le cardinal du spectre de A est inférieur
an.
54.5

VA eMm(K), Sp(A) = [det(A — Al;) = 0].
54.6 O Les vecteurs propres de A € M, (K) associés a la valeur
propre A € K sont les matrices colonnes X € 9, 1(IK) non nulles
telles que AX = AX.
54.7 O Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A est
Ker(A — AlL).
54.8 O Les valeurs propres d'une matrice triangulaire sont ses coeffi-
cients diagonaux.
54.9 O Deux matrices semblables ont méme méme spectre et les sous-
espaces propres associés a une méme valeur propre sont isomorphes.
54.100 Une matrice et sa transposée ont méme spectre. De plus, les
sous-espaces propres de A et de ' A qui sont associés i une méme valeur
propre sont isomorphes.

55. Spectre complexe d’une matrice réelle

Soit A € M, (R). Le spectre de A est, par définition, une par-
tie de R. Mais une telle matrice peut toujours étre considérée
comme un élément de M, (C).

55.1 O Le spectre complexe de A € 9, (R) est 'ensemble, noté
Spq(A), des racines complexes de I'équation

det(A — AL,) =0.

55.2  Le spectre complexe de A est I'ensemble des A € C pour
lesquels il existe X € M, 1(C) non nulle tel que AX = AX.
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55.3  Soient A, un réel qui appartient au spectre complexe de
Aet X €M, (C), un vecteur propre de A associé a A.

Que penser des vecteurs X + X et X — X ?

554 *

VAeM(R), Sp(A) =Spa(A)NTR.
Entrainement
56. Questions pour réfléchir

1. Sirgu =1, alors I'image de u est dirigée par un vecteur
propre de u.

2. Les vecteurs propres de u appartiennent-ils a Im u ?

3. Pourquoi un vecteur propre doit-il étre par définition dis-
tinct du vecteur nul ?

4. Un endomorphisme u admet 0 pour valeur propre si, et
seulement si, il existe n € N* tel que u" admette 0 pour valeur
propre.

. Lespectre de la dérivation en tant qu’endomorphisme de
K[X] estréduit a {0}. En tant qu'endomorphisme de (R, R),
la dérivation admet R pour spectre.

6. Le spectre de 'endomorphisme [P — XP] de K[X] est
vide.

7. Tout vecteur d'un sous-espace propre est-il un vecteur
propre?

8. Le noyau d'un endomorphisme est-il un sous-espace
propre?

9. Soit P € K[X]. Comparer le sous-espace propre de u
associé a A et le sous-espace propre de P(u) associé a P(A).

10. On suppose que uov = vou.Six est un vecteur propre
pour u, le vecteur v(x) est-il un vecteur propre pour u ? Dans ce
cas, a quelle valeur propre est-il associé?

11.  On note Ex, 1 < k < r, les sous-espaces propres d'un
endomorphisme. Pour tout 1 < k < 7, on considere une famille

libre (Xf)lgignk constituée de vecteurs de Ej. Alors la famille

est libre.

12.  Quelle que soit la base Z de E, la matrice A = Matg(u)
et I'endomorphisme u € L(E) ont méme spectre. Comparer les
vecteurs propres de A et les vecteurs propres de u.

13.  Suite de [54.9] — Expliciter un isomorphisme.

14.  Deux matrices équivalentes ont-elles les mémes valeurs
propres?

15. Condition pour que deux matrices diagonales soient
semblables ?

16.  Comparer les spectres réel et complexe d’une matrice de
rotation A € SO, (R) ; d'une matrice de rotation A € SO3(R).

57. Les matrices suivantes ont-elles 0 pour valeur propre?
0o 1 2 1 1 1 1 0 2
0 2 3 1 1 1 0 2 0
0 3 4 1 1 1 0 0 3
58. Les matrices suivantes ont-elles 1 pour valeur propre?
1 0 2 1 1 1 01 0
0 2 0 1 1 1 0 0 1
0 0 3 1 1 1 1 0 O
59. Les matrices suivantes ont des valeurs propres évi-

dentes : lesquelles ?

11 1 100 10 1 11 1

02 2 02 1 0 2 0 111

00 3 00 2 1 0 1 11 1

1 -2 1 1 1 -2 1100
02 0 0

0 2 0 2 1 -1

1 3 -1 1 0 -1 0030
00 1 1

60. Les matrices suivantes ont des vecteurs propres en com-
mun. Lesquels?

1 1 0 2 -1 0
-1 2 0 0 3 0
3 1 1 -1 2 0
2.

1 1 1 1 2 3 1 1 -2

2 2 -1 2 3 1 2 -1 -1

0 2 1 31 2 -3 1 2

61. On considére un endomorphisme u € L(E) dont les

sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Si v € L(E)
qui commute a u, alors tout vecteur propre de u est un vecteur
propre de v.

62. Espaces propres et image d’un endomorphisme

1. Un sous-espace propre de u associé a une valeur propre
non nulle est contenu dans Im .

2. Si p estun projecteur (non identiquement nul), alors Im p
est un sous-espace propre de p.

3. Sil'image de u € L(E) est le sous-espace propre associé
a la valeur propre 1, 'endomorphisme u est-il un projecteur?

4. Quels sont les endomorphismes u tels que Imu soit un
sous-espace propre ?
63. Endomorphismes conjugués
Soient u et v, deux endomorphismes de E et F (respectivement),
tels que

v:(pouoqfl

oll ¢ est un isomorphisme de E sur F. Comparer les valeurs
propres et les sous-espaces propres de u et de v, ainsi que les
sous-espaces stables par u et par v respectivement.

64. Soit A € MM, (K), une matrice admettant n valeurs
propres distinctes.

64.1  Si A est diagonale, alors les matrices qui commutent a A
sont les matrices diagonales (par un calcul matriciel direct).

64.2  Siune matrice commute a A, alors elle est diagonalisable
(par un calcul matriciel ou en appliquant [52.3]). Etudier la réci-
proque.

65. Caractérisation des homothéties

Soit #, un endomorphisme de E.

1. Si x et y sont deux vecteurs propres de u associés a des
valeurs propres distinctes, alors x + y n’est pas un vecteur propre
de u.

2. Si tout vecteur non nul de E est un vecteur propre de u,
alors u est une homothétie.

66. Valeurs propres et vecteurs propres de 1’application qui,
a f € ¥°(R, R), associe la primitive de f qui s’annule en 0.

67. Soit E, I'espace des fonctions continues de R4 dans R
qui s’annulent en 0. Pour f € E, on pose

PO =0 et ¥x>0, o(f)x) =1 [ fl)dr

Valeurs propres et vecteurs propres de ¢.

68. Spectre de la dérivation discrete [4.4]

1. Valeurs propres et vecteurs propres de A.

2. Le sous-espace F = (®(C) est stable par A. Valeurs
propres et vecteurs propres de 'endomorphisme induit par res-
triction de A a F.

69. A une matrice A € 9,(RR), on associe 'application u
définie par

vV Me M (R), u(M) = AM.
L'endomorphisme u et la matrice A ont mémes valeurs propres.

Décrire les sous-espaces propres de u en fonction des sous-
espaces propres de A.
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70. Soient A € M, (K) et

B— (6‘ g) € My (K).

Soit (X1, ..., Xy), une famille libre de vecteurs propres de A. On
suppose que Xj, ..., X, sont associés a des valeurs propres non
nulles et que X, 1, ..., X;; appartiennent au noyau de A. Alors
les 21 matrices colonnes

(%) () (%)

forment une famille libre de vecteurs propres de B.

71. Hyperplans stables
Soient E, un espace de dimension finie; %, une base de E; f, un
endomorphisme de E et H, un hyperplan de E.
1. Il existe une forme linéaire non nulle u dont le noyau est
égala H :
H = [u(x) = 0]

et I'hyperplan H est stable par f si, et seulement si, la forme
linéaire u o f est proportionnelle & u.

2. L’hyperplan H est stable par f si, et seulement si, il existe
un scalaire A tel que Im(f + A1) C H.

3. Soient A = Matgyz(f) et L = Maty(u).

3.a  Quelles sont les tailles respectives de A et de L?

3.b  Lhyperplan H est stable par f si, et seulement si, 'L est
un vecteur propre de ! A.

4. En déduire les sous-espaces stables par chacune des ma-
trices suivantes.

3 -2 —4 0 1 3 1 1 2

-1 1 1 I 0 0 1 -1 0

1 -2 =2 0 13 0 -1 1 =2
III

Polynoéme caractéristique

72. Rappel sur les permutations

72.1 O Le support d'une permutation o € &y, est I'ensemble des en-
tiers 1 < k < n tels que (k) # k.

72.2  Ou bien le support d'une permutation est vide, ou bien
il compte au moins deux éléments.

73. Rappels sur les polynémes
73.1 O Si Py, Py, ..., Py sont des polynomes tels que

V2<k<r, degP. <degh,

alors le degré de la somme (Py + Py + - - - + P;) est égal a deg P;.
73.2 O Si le polynome P = ag + a1 X + - - - + azX? est scindé, alors
la somme des racines de P est égale a —%-1/,, et le produit des racines
de P est égal a (=1)'ao/,,.

74. Cas d’une matrice

74.1 O Le polynéme caractéristique de A € M, (K) est le poly-
nome de IK[X] associé a la fonction polynomiale

(A — det(AL, — A)]

de K dans K.

74.2 1l est plus simple de calculer det(A — Al,), qui donne le
polyndme caractéristique au signe pres.

74.3 O Le polynome caractéristique de A € M, (IK) est un polynome
unitaire de degré n, de la forme :

X" —tr(A)X" 14 (=1)" det(A)

et ses racines sont les valeurs propres de A.

74.4  Silamatrice A = (a;)1<; j<n est triangulaire (en particu-
lier si elle est diagonale), alors son polyndme caractéristique est

scindé :
n

xa=[](X—a).

k=1
74.5 O Deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique.

74.6  Une matrice et sa transposée ont méme polyndme carac-
téristique.
75. Cas d’un endomorphisme

On se restreint ici aux endomorphismes d’un espace vectoriel de
dimension finie.

751 O Si A = Matg(u), alors le polynéme caractéristique de
u € L(E) est le polyndme caractéristique de la matrice A.

75.2 O Le degré du polynome caractéristique de u € L(E) est égal a
dim E et ses racines sont les valeurs propres de u.

75.3  Si E est un espace vectoriel complexe de dimension finie,
alors le spectre d’un endomorphisme de E n’est jamais vide.
75.4 O Si ur est I'endomorphisme induit par restriction de u a un
sous-espace stable F, alors le polyndme caractéristique de ur divise le
polyndme caractéristique de u.

Multiplicité d’une valeur propre

76. O La multiplicité de la valeur propre A de A est sa multiplicité
en tant que racine du polyndme caractéristique x 4.

77. Interprétation géométrique

Soit A € M, (K).

77.1  Sila dimension du sous-espace propre Ker(A — Al;) est
égale a d, alors la matrice A est semblable a une matrice trian-
gulaire par blocs de la forme

)\Id *
0 =
et le polynome caractéristique de A est divisible par (X — A)4.
77.2 O Si A est une valeur propre de A de multiplicité m,, alors

1 < dimKer(A — Al;) < my.

Entrainement

78. Questions pour réfléchir

1. Pour tout 2 < k < n, il existe ¢ € &, dont le support
compte k éléments.

2. Soient ¢ et T dans &,,.

2.2 Comparer les supports de c etde Tl oo oT.

2.b  Le support de oo T est contenu dans 1'union des sup-
ports de o et de 7. Etudier le cas d’égalité.

3. Pourquoi est-il important de calculer le polynéme carac-
téristique sous forme factorisée ?

4. Que dire du polyndme caractéristique d"une matrice dia-
gonale par blocs ? triangulaire par blocs ?

5. La définition [75.1] a bien un sens.

79. Suite de [12] - Si dim E = n et rgu = 1, alors le polyndme
caractéristique de u est X"~ 1(X — tru).

80. Les matrices
0 0 1 0 0 0
A=1[(2 1 0 et B=[(0 1 0
0 0 1 0 0 1

ont méme polyndme caractéristique, mais ne sont pas sem-
blables.

81. Soit a € C. Le polyndme caractéristique de
1 -1 a
-1 1 —a
a —a 2a-1

est X[X? — (2a+1)X —2(a —1)?].
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82. Les polyndmes caractéristiques des matrices
0—0 1 0—0 -1
R
0—0 1 0—0 -1
1—1 0 1—1 0

sont égaux a X" 2[X% — (n —1)] et a X"“2[X? + n — 1] respecti-
vement.
83.  Sile polyndme caractéristique de A € GL,(K) est égal a

X" b, 4 XV X oag,

alors le polynéme caractéristique de A1 est associé a

X"+ X" M4, X+ 1

84. Suite de [70] — Comme les matrices A, — B et

AL —A A
0 A+ A
sont équivalentes, alors xp(A) = xa(A)xa(—A).
85. Le polyndme caractéristique de la matrice
1 1—1
1—1 n

est égal a

n—2
+) IT (x-
k=00<j<n
j#k

X=n) J] x-

0<k<n
k#n—1

donc le scalaire A est une valeur propre de A si, et seulement si,

86. Polynémes de Tchebychev

Pour tout n > 2, on note P, = det(A, — XI) ou
01 0—0
1
0
Ay =
0
1
0 010
et on pose P = —X.
1. DPb=X%2-1
2.
Vn 2 1, Pn+2 = —XPn+1 — Pn.
3. Soit -2 <x < 2.
3.a Il existe un unique 0 < & < 77 tel que x = —2cos a.
3b
i 1
Vn>1, Pulx)= w'
sina

4. Le polynéme P, admet n racines réelles distinctes et la
matrice A, est diagonalisable [89.4].

5. Si Xj et X, sont deux vecteurs propres de A, associés
a deux valeurs propres distinctes A; et Ay, alors {X;X, = 0.
Interpréter géométriquement ce résultat.

v

Endomorphismes diagonalisables

87. On considére un espace vectoriel E dont la dimension est
finie.

87.1 O Lemme fondamental

La matrice d'un endomorphisme u relative a une base 2 de E est diago-
nale si, et seulement si, cette base 8 est constituée de vecteurs propres
de u.

87.2 O Un endomorphisme u de E est diagonalisable lorsqu’il existe
une base de E constituée de vecteurs propres de u.

88. Traduction matricielle

88.1 O Une matrice carrée est diagonalisable lorsque elle est sem-
blable a une matrice diagonale.

88.2  L'endomorphisme u est diagonalisable si, et seulement
si, sa matrice Matz(u) est diagonalisable quelle que soit la base
choisie #.

88.3 O La matrice A € M, (K) est diagonalisable si, et seulement si,
I'endomorphisme canoniquement associé a A est diagonalisable.

Caractérisations géométriques

89. On peut caractériser les endomorphismes diagonali-
sables en étudiant leurs sous-espaces propres. L'intérét de ce
point de vue est de rendre superflu le choix d"une base.

89.1 O Un endomorphisme u de E est diagonalisable si, et seulement
si, l'espace E est la somme directe des sous-espaces propres de u.

P Ker(u—AIg)
A€Sp(u)

89.2  En pratique, si I'endomorphisme u est diagonalisable,
alors pour tout vecteur x € E, il existe une, et une seule, famille
de vecteurs (x)))esp(u) tels que

Z X\ et

A€Sp(u)

x= VAeESp(u), u(xy)=A-x,.

89.3 O Un endomorphisme u de E est diagonalisable si, et seulement
si,
dimE= )  dimKer(u—Alg).

A€Sp(u)

89.4 O SidimE = netsi u € L(E) possede n valeurs propres deux
a deux distinctes, alors u est diagonalisable et ses sous-espaces propres
sont des droites vectorielles.

89.5  Si u est diagonalisable et n’a qu’une seule valeur propre,
alors u est une homothétie.

90. O Un endomorphisme u € L(E) est diagonalisable si, et seule-
ment si, son polyndme caractéristique est scindé :

[T x-Am

A€Sp(u)

Xu =

et si, pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace propre
associé est égale a la multiplicité :

VAeSp(u), dimKer(u—AIp) =m,.
Entrainement
91. Questions pour réfléchir

1.  Une matrice est diagonalisable si, et seulement si, sa
transposée est diagonalisable.
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2. Si A est diagonalisable, alors Q(A) est diagonalisable,
quel que soit Q € K[X].

3. Une matrice triangulaire dont tous les coefficients diago-
naux sont égaux est diagonalisable si, et seulement si, c’est une
matrice d’homothétie.

4. Quelles sont, parmi les matrices de la base canonique de
M, (K), les matrices diagonalisables ? —[98]

5. Soient u, un endomorphisme diagonalisable et P € IK[X].
Comparer les sous-espaces propres de u et de P(u).

6. Sile polyndme caractéristique de u est scindé a racines
simples, alors u est diagonalisable et les sous-espaces propres de
u sont des droites.

7. Siu est diagonalisable, le polyndme caractéristique de u
est-il scindé ? a racines simples ?

8.  Sil existe une base & de E telle que Maty (1) soit dia-
gonalisable, alors u est diagonalisable.

9. Soit E, un espace de dimension finie. I'endomorphisme
u est diagonalisable si, et seulement si,

dimE < ) dimKer(u—Alg).
A€Sp(u)
92. Diagonaliser les matrices suivantes.
2 -1 -1 -1 -2 2
0 -1 0 0 1 -1
0 2 1 0o -1 1

93. On pose

3 2 =2 1 -1 0
A=|-1 0 1 e¢e P=|-1 0 O
1 1 0 0 -1 1

La matrice Ay = P~1 AP est triangulaire supérieure. La matrice
A est-elle diagonalisable ?

9. On note J, la matrice de M1, (IK) dont tous les coefficients
sont égaux a 1.

1. La matrice | est diagonalisable. Préciser son spectre et
ses sous-espaces propres.

2. Lamatrice | est proportionnelle a une matrice de projec-
tion. Que peut-on en déduire?

3. Spectre et sous-espaces propres des matrices

M(a,b) = (b—a)l +a]

dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a a € C et dont
les autres coefficients sont tous égaux a b € C.

95. Endomorphismes de R, [X]
95.1  Lapplication f qui, a un polyndéme P € R3[X], associe
le reste de la division euclidienne de X2P par X* — 1 est un
endomorphisme de R3[X]. Est-il inversible ? diagonalisable ?
95.2  L'application ¢ définie par

VPeRyX], ¢P)=P—(X+1)P
est un endomorphisme diagonalisable de R, [X].

95.3  Matrice, relative a la base canonique de R, [X], de l'ap-
plication ¢ définie par
VY PeRyX], ¢(P)=(X*-1)P"+2XP.

L'endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
95.4  Soient a et b, deux réels distincts. L'application ¢ définie
par

vV P e Ry[X],

est diagonalisable.

¢(P) = (X —a)(X —b)P' — nXP

96. Racines carrées d’un endomorphisme

Soit u € L(E), diagonalisable. Si E est un espace vectoriel com-
plexe, il existe v € K[u] tel que u = v2. Etudier le cas oi1 E est
un espace vectoriel réel.

97. La matrice
3 -3 2
A=1[-1 5 -2
-1 3 0

est-elle inversible ?
Si une matrice R € M3(RR) vérifie RZ = A, alors elle commute a
A etil existe une matrice P € GL3(IR) telle que P~' AP et P~'RP
soient diagonales.
Expliciter les solutions de I"équation R?2 = A.
98. Matrices de rang 1 [42.2]
Soit A € M, (K), une matrice dont le rang est égal a 1.

1.  Caractérisation des sous-espaces propres de A en fonc-
tionde U et V.

2. La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, sa
trace est différente de 0.

99. Soit (x,y,z) € 3. La matrice

X yx zx

xy y*ozy

xz yz 2%

A=

est diagonalisable si, et seulement si, X2 + y2 + 22 # 0 ou
(x,y,z) = (0,0,0). Commenter le cas o1 (x,y,z) € R3.
100. L'endomorphisme f de M, (R) défini par

VM eMR), f(M)= G i) M

est-il diagonalisable ? inversible ? —[69]

v

Endomorphismes trigonalisables

101. O Une matrice A € M, (K) est trigonalisable lorsqu’elle est
semblable a une matrice triangulaire.

102. Soit A € M, (K), une matrice semblable & une matrice
triangulaire T.

102.1  Les coefficients diagonaux de T sont les valeurs propres
de A.

102.2 Le polynome caractéristique de A est scindé.

102.3 La matrice P(A) est trigonalisable, quel que soit le poly-

noéme P € K[X].

103.  On considere un espace vectoriel E de dimension finie.
103.10 Un endomorphisme u € L(E) est trigonalisable lorsqu’il
existe une base 9 de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire.
103.2 Dans une base convenable, la matrice d’'un endomor-
phisme nilpotent est triangulaire. —[110]
103.3 Si 'endomorphisme u est trigonalisable, alors la matrice
Matg(u) est trigonalisable, quelle que soit la base 4.

103.4 Une matrice carrée est trigonalisable si, et seulement si,
I'endomorphisme canoniquement associé a cette matrice est dia-
gonalisable.

V.1 Caractérisations

104. O Caractérisation géométrique

Soit n = dim E. Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et
seulement si, il existe une famille (Fy)1 <<, de sous-espaces vectoriels
stables par u tels que

{0} ¢ AGCE G -G F=E.

En particulier, dim Fy, = k pour tout 1 < k < n.
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105.  Caractérisation polynomiale

Soit Xy, le polyndme caractéristique de la matrice A € M, (K).
105.1 Si A € K est une valeur propre de A € 9, (K), alors il
existe une matrice A, 1 € M,,_1(K) telle que A soit semblable
a une matrice de la forme

A *
0 Ayq)’
Le polyndme caractéristique x;,—1 de A, _1 est défini par

Xn = (X = A)xn-1-

105.20 Un endomorphisme est trigonalisable si, et seulement si, son
polyndme caractéristique est scindé.

105.30 Si E est un espace vectoriel complexe de dimension finie, tout
endomorphisme de E est trigonalisable.

106. O Expressions de la trace et du déterminant
On suppose que le polynome caractéristique de A € M, (K) est

scindé :
xa= JT (xX-=Aa)m™.
A€Sp(A)
106.1  La trace de A est la somme de ses valeurs propres (comptées

avec multiplicité) :
tr(A) =

Z m,\/\.

A€Sp(A)

106.2 Le déterminant de A est le produit de ses valeurs propres
(comptées avec multiplicité) :
det(A) =

T A

AESp(A)

V.2 Endomorphismes nilpotents

107.10 Un endomorphisme u € L(E) est dit nilpotent lorsqu’il existe
un entier d > 1 tel que u® soit I'endomorphisme nul.

107.2  S'il existe une base # de E telle que la matrice Mat z(u)
soit nilpotente, alors 'endomorphisme u est nilpotent.

107.3 Si un endomorphisme u est nilpotent, alors la matrice
Matg (1) est nilpotente, quelle que soit la base & choisie.

108.  Soit u € L(E), un endomorphisme nilpotent.

108.10 L'indice de nilpotence de u [6.40.3] est le plus petit entier
d>1 telqueud = w.

108.2 L’indice de nilpotence de u est le seul entier d tel que
ut=1 £ = yd,

109.  Soient E, un espace vectoriel de dimension n > 1 et u, un
endomorphisme nilpotent non nul de E, d’indice 4.

109.1 Il existe un vecteur x € E tel que la famille

(x, u(x),u*(x),...,u""(x))

soit une famille libre.
109.200 Majoration de l'indice de nilpotence
L'indice de nilpotence de u € L(E) est inférieur a dim E.

110. Réduction d’un endomorphisme nilpotent
Soit u € L(E).

—[119]

110.1  La suite des sous-espaces Ker u' est croissante :
VieN, Keru'c Kerul

110.2  Si Keru'*! = Ker u!, alors
VjeN, Kerut/=XKeru'

110.3 Pour tout entier i € N,

s (Keru™1) € Keru'.

110.4 Si u est nilpotent, alors il existe un entier d tel que
Keru & Ker u? G G Keru?~! & Keru? = E.
1105 Si u € L(E) est nilpotent, alors il existe une base % de

E telle que Matgz(u) soit une matrice triangulaire supérieure
stricte.

110.600 Un endomorphisme u est nilpotent si, et seulement si, il est
trigonalisable avec 0 pour seule valeur propre.

110.7  Si A € M, (K) est nilpotente, alors le polyndme caracté-
ristique de A est égal a X" —[110.5]

Entrainement

111.  Questions pour réfléchir

1. Suite de [105.3] — Soit A € M, (C), une matrice qui n’est
pas diagonalisable. Discuter 1'intérét de réduire A sous forme
triangulaire

1.a pour calculer les puissances de A [153];

1.b pour résoudre un systeme différentiel associé a A [158].

2. Si une matrice A est semblable a une matrice nilpotente,
alors elle est nilpotente.

Deux matrices nilpotentes de 9, (K) sont-elles sem-
blables ? équivalentes ?

4. Sila matrice A € M, (K) est nilpotente, alors la matrice
(I, — A) est inversible et son inverse est un polynéme en A.

5. Le spectre d’'un endomorphisme nilpotent # € L(E) est
réduit a {0}. Si le spectre d'un endomorphisme u est réduit a
{0}, cet endomorphisme est-il nilpotent ?

6.  Suite de [110] — Pour u € L(E), étudier la suite des sous-
espaces (Imu');cn.

7. Suite de [110.7] — Si le polyndme caractéristique de u est
égal a X", alors u est nilpotent.

8. Un endomorphisme nilpotent est-il diagonalisable ?

112. Les matrices

2 -1 0 2 1 0
A=10 1 -1 et 0 2 1
0 1 3 0 0 2

sont semblables. La matrice A est-elle diagonalisable ?

113.  Soit f, 'endomorphisme de R? canoniquement associé a
la matrice
-5 2 2
A=|-8 1 6
-8 2 5
1131 Le polynome caractéristique de A est (X + 1)%(X — 3).

Cette matrice est inversible, mais pas diagonalisable.
113.2  On pose

e1=(1,22), e=p-(1,1,1), e3=(0,1,0)+A"e.

La famille # = (ey, e, e3) est une base si, et seulement si, pt # 0.

113.3 La matrice A est trigonalisable et
3 0 0
Mat B (f) = 0 -1 1
0 0 —1

pour un choix convenable de A et p. —[160]

114.  Suite de [71] — Les matrices
6 —-6 5 5 1 0
A=|—-4 -1 10 et 0 5 0
7 —6 4 0 0 -1

sont semblables. Sous-espaces stables par A ?
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115. Soient A € 91,(C) et P, son polyndme caractéristique.
Pour tout x ¢ Sp(A),

tw[(xL—A) = Y, —A =
! Acspa) X A

ot m, est la multiplicité de A € Sp(A).
116.  Matrices nilpotentes

1. Une matrice triangulaire est nilpotente si, et seulement
si, chaque coefficient diagonal est nul.

2. Une matrice A € M3(R), non nulle, telle que A% =0 est
semblable a

0 0 0
1 0 0
0 0 0

3. Une matrice A € M, (KK) telle que A" =0 et A" 1 #0

est semblable a —[45.2]
01 0—0
B = 0
1
0—0

117.  Caractérisation des matrices nilpotentes
Soit A € M, (R), telle que

Vi<k<n tr(AF)=o0.

1. Si P est le polynéme caractéristique de A, alors [122.3] la
trace de P(A) est nulle et la matrice A n’est pas inversible.
2. La matrice A est semblable a une matrice de la forme

B 0
* 0)7
ot B € M,_1(R). Si B""! =0, alors A" = 0.
3. Conclure.
118.

1. On considere un espace vectoriel de dimension (n + 1)
et deux endomorphismes u et v. On suppose que v est nilpotent
etqueuov=vou.

1.2 Le sous-espace Im v est un sous-espace de dimension in-
férieure a n, stable par u et par v.

1.b Si u' et v/ sont les endomorphismes induits par restric-
tion de u et v & Im v, alors v’ est nilpotent et u’ 0 v’ = v/ o /',

1.c  Quelle est la forme des matrices de u et de v dans une
base adaptée a Imv?

2. En déduire que : pour tout espace E de dimension finie,
siv € L(E) est nilpotent et si u € L(E) commute a v, alors

det(u + v) = detu.

119.  Soit u, un endomorphisme nilpotent de E. On sait [109.2]
que l'indice de nilpotence d de u est inférieur a dim E. On étudie
ici le cas d’égalité.

1. La dimension m de Ker u est supérieure a 1.

2. Soient k € N* et (ey,...,ep.), une base de Ker uk,

2.a Il existe des vecteurs ¢y, 11, ..., €p,,, tels que

(1, epepits - €ppy)

soit une base de Ker uf*1.
2b Les vecteurs uk(epkH), ..., uk(ep,,,) sont des vecteurs li-

néairement indépendants de Ker u.

3. Pour tout entier k € IN,
k < dim(Ker 1¥) < k dim(Ker u)
et I'indice de nilpotence d de u vérifie :

dim E

— _ <d<di .
dim(Keru) ~ d < dim E

En particulier, d = dim E si, et seulement si, dim(Keru) = 1.

120.  Soient A et B, deux matrices carrées complexes. On sup-
pose que B est nilpotente et que AB = 0.
1.  Les matrices A et B sont semblables a des matrices de la

forme
0 A . (B B
0 Ay) € 0o 0)-

2. Les matrices A et A+ B ont méme spectre.

VI

Etude algébrique des endomorphismes

VI.1 Polyn6éme minimal

121. Lidéal annulateur [27] d'un endomorphisme u n’est
vraiment utile pour connaitre u que s’il n’est pas réduit a {0},
c’est-a-dire s'il existe au moins un polynéme annulateur non nul
de u. C’est toujours le cas en dimension finie [6.83.9].

1211 S'il existe un polyndme annulateur non nul de u, alors il
existe un, et un seul, polynéme unitaire i tel que 1'idéal annu-
lateur de u soit I'ensemble des multiples de . —[6.72.3]
121.20 Si u admet un polyndéme annulateur non nul, le polyndéme
minimal de u est I'unique polyndme annulateur unitaire qui divise
tous les polyndmes annulateurs de u.

121.3  Un polynéme P est un polynéme annulateur de u si, et
seulement si, P est divisible par le polyndme minimal de u.

(P(u) = w) <= (po | P)

121.4 Deux endomorphismes u et v ont méme polynéme mini-
mal si, et seulement si, ils ont les mémes polynémes annulateurs.
121.5  Si tout polynome annulateur de u est aussi un polynéme
annulateur de v, alors le polyndme minimal de v divise le poly-
ndme minimal de u.

122.  Polyndmes annulateurs et relations de liaison

Soit u € L(E).

122.10 I existe un polyndme annulateur non nul de u dont le degré
est inférieur a d si, et seulement si, la famille

(IE,u,...,ud)

est liée.

122.20 Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors tout en-
domorphisme de E possede un polyndme minimal.

122,300 Théoreme de Cayley-Hamilton

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors le polynome ca-
ractéristique de u € L(E) est un polynome annulateur de u. —[141]
122.4 Le polyndme minimal de u divise le polynome caracté-
ristique de u.

122.500 Le degré du polyndéme minimal de u € L(E) est inférieur a la
dimension de E.

122.6 Le polyndéme minimal de A € M, (K) est égal au poly-
nodme caractéristique de A si, et seulement si, les matrices I;, A,
..., A" 1 gont linéairement indépendantes.

123.  Caractérisation du polyndme minimal

Soit u € L(E).

123.10 Si u admet un polynome annulateur non nul, alors le poly-
nome minimal de u est le polyndéme unitaire annulateur de u de plus
bas degré. —[6.72.2]
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123.2  Si u admet un polyndme minimal ji et s’il existe un vec-
teur xp € E tel que la famille

(x0,u(x0), ..., u"(x0))

soit libre, alors le degré du polyndéme minimal j est strictement
supérieur a 7.

124.  Exemples

1241 Les homothéties sont les endomorphismes qui ont un po-
lynéme minimal de degré 1.

124.2 Le polynéme minimal d’un projecteur est X(X — 1) en
général.

1243 Le polyndme minimal d’une symétrie est (X —1)(X + 1)
en général.

124.4 L'endomorphisme u est nilpotent d’'indice d si, et seule-
ment si, son polynéme minimal est égal a X.

125.  Racines et facteurs du polynéme minimal

On suppose que I'endomorphisme 1 admet un polynéme mini-
mal .

125.1  Si un polynéme non constant P divise le polynéme mi-
nimal de u, alors 'endomorphisme P(u) n’est pas injectif.

125.2  Si le polyndme minimal ji et le polynéme Q sont pre-
miers entre eux, alors I'endomorphisme Q(u) est inversible.
125.30 Les racines du polyndme minimal de u sont les valeurs propres
de u.

125.4 L'endomorphisme u est inversible si, et seulement si, son
polyndme minimal yg n’est pas divisible par X. Dans ce cas,

po =X tag 1 X+ X +ag
avec gy # 0 et I'inverse de 1 est un polyndéme en u :

-1
ul= a—(udfl +ag_qu' 24 fagIg).
0

126.  Algebre des polynomes en u
Soit u, un endomorphisme de E.

126.1 S'il existe un polyndme annulateur de u de degré d, alors
Ku] = Vect(Ig, u,...,u" ") et dimK[u] <d.
126.2 La famille (u¥);c est liée si, et seulement si, I'algebre

K[u] est un espace de dimension finie.

126.3  Sil’algebre K[u] est un espace de dimension infinie, alors
la famille (u¥);cpy est une base de K|u].

126.4  Sil'algebre K[u] est un espace de dimension finie, alors
il existe un entier n € N tel que la famille (I, u,...,u") soit une
base de K{u].

126.500 L'algebre K[u] est un espace de dimension finie si, et seulement
si, u admet un polyndme minimal pg.

Dans ce cas, la sous-algebre IK[u] C L(E) des polynomes en u admet
pour base

(IE/ u,.. .,Mdil)

et, en particulier, diim K[u] = deg py.

127. Soit k € C.
1271 Le sous-espace propre de la matrice

A=

cor o
[ )
[oNeN N}
OO~ O

associé a la valeur propre 0 est un plan.
1272 Le polynéme minimal de A est égal a X(X? — kX — 3).
La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, k # 42i1/3.

VI.2 Polynoémes annulateurs et réduction des
endomorphismes

128.  Convention
On suppose désormais que E est un espace de dimension finie.

Lemme de décomposition des noyaux

129. Soit P = PyP,--- P, une factorisation en polynomes
deux a deux premiers entre eux. Pour tout 1 <i < r, on note Q;,
le quotient de la division euclidienne de P par P; :

v1<l<1’, p:PlQl

11 existe [7.20.2] des polynémes Ay, ..., A, tels que

130.  Suite de [129] — On suppose que P est un polyndéme an-
nulateur de I'endomorphisme u.
130.1 Les endomorphismes définis par

V1<i<r, pi = (A;Qi)(u) € K(u]

sont des projecteurs tels que

14
Y pi=Ig et Vi#j, piopj=0.
i=1

Ces projecteurs sont associés a une décomposition en somme
directe de E : —[24]

r
i=1

130.2 Chaque sous-espace Im p; est stable par u [20] et P; est un
polynéme annulateur de I’endomorphisme induit par restriction
deualmp;:

V1<i<r, Imp; =XKer[P;(u)].
130.30 Si P € K[X] est un polynéme annulateur de u dont on connait
une factorisation en produit de polyndmes deux a deux premiers entre

eux :
P=DPP--- P,

alors

E= é Ker [P;(u)]
i=1

et les projections (p;)1<i<, associées a cette décomposition en somme
directe sont des polynomes en 1.

131.  Suite de [129] — On revient au cas général.
131.1  Le sous-espace F = Ker P(u) est stable par u et P est un
polynéme annulateur de I'endomorphisme ur induit par restric-
tiondeu a F.
131.2
V1<i<r, KerPi(up)= [KerP;(u)]NF=KerP;(u)
131.30 Si P = Py P, - - - Py est une factorisation en polyndmes deux a
deux premiers entre eux, alors

KerP(u) = éKer Di(u).
i—1
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Caractérisation polynomiale des endomorphismes
diagonalisables

132.  On peut enfin caractériser les endomorphismes diagona-
lisables par 1’étude de leurs polyndmes annulateurs.
132.1  Si u est diagonalisable, alors le polynome

w= J] (X-=2)

A€Sp(u)
est le polyndme minimal de u et
1 < deg(po) = #(Sp(u)) < dimE.

132.20 Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. L'endomorphisme u est diagonalisable.

2. L'endomorphisme u admet un polynéme annulateur scindé a
racines simples.

3. Le polyndme minimal de u est scindé a racines simples.

133.  Restriction a un sous-espace stable

On suppose que F est un sous-espace stable par u € L(E) et on
note ur, 'endomorphisme de F induit par restriction de u.
133.1 Le spectre de ur est contenu dans le spectre de u et les
sous-espaces propres de ur sont contenus dans les sous-espaces
propres de u.

133.20 Le polyndme minimal de up divise le polyndme minimal de u.
133.30 Si u est un endomorphisme diagonalisable et si F est un sous-
espace stable par u, alors I'endomorphisme up de F induit par restric-
tion de u est diagonalisable et

F= & (FnKer(u—Alg)).
A€Sp(u)

Cas d’un polynéme minimal scindé

134. Réduction des matrices de 9, (C)
Le polyndme minimal y d’une matrice A € M, (C) est scindé et
son degré est inférieur a 2.

1341 Sipu = (X—A),alors A = Al.
1342 Sip = (X—A)(X—pu),alors A est semblable a
A0
0 u)’
1343 Sip = (X —A)?, alors A est semblable a —[116]
Al
0 A
135.  Suite de [132.2] — Soit u € L(E), un endomorphisme ad-

mettant un polyndme minimal scindé.

135.1  Si le polyndme minimal de u admet pour factorisation :
r
p=TTX =A™
k=1

alors [26.2] les sous-espaces Fy = Ker(u — Ay Ip)™* sont stables
par u.

135.2 Pour tout 1 < k < r, I'endomorphisme u; induit par
restriction de u a Fi est la somme d’une homothétie et d’un en-
domorphisme nilpotent de Fj :

ug = Ml +(ug — A Ig).

135.30 Si I'endomorphisme u admet un polynome annulateur scindé,
alors il existe une décomposition de E en somme directe de sous-espaces
stables par u :

,
E=PFk
k=1

tels que, pour tout 1 < k < r, l'endomorphisme de Fy induit par
restriction de u est la somme de I’homothétie de rapport Ay et d'un
endomorphisme nilpotent.

135.4 Pour tout 1 < k < 7, il existe [110.5] une base %, de F;
dans laquelle la matrice de uy est de la forme

/\k e *
0
Ap = i
k ‘ %
0——0 A
135.5 Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
de la forme —[199]
Diag(Ay, ..., Ar).
Entrainement
136.  Questions pour réfléchir

1. Si P | Q, alors Ker P(u) C Ker Q(u).

2. Soit u, un endomorphisme de E, espace vectoriel réel, tel
que u? = u — I¢. Quel est le polynome minimal de u ?

3. Si A€ My(K) est proportionnelle a son carré A2, quel
peut étre le polynome minimal de A ? Et celui de A2?

4. Comparer le polyndme minimal de A € 9, (K) aux po-
lyndémes minimaux des matrices

A 0 A A
BZ(On X)GED?zn(]K) et C:(On A)gngn(]K)_

5.  Soit A € My (K). Le polyndme
X2 — (tr A)X + (det A)

est un polyndme annulateur de A. Comparer avec [122.3].

6. Soit A € GL,(K). Comparer les polyndmes minimaux
de Aetde A™1.

7.  Préciser les cas particuliers de [124.2] et de [124.3].

8.  On suppose que u admet un polyndéme minimal pg.
Comparer le polynome minimal y, de u — AIg a pg pour tout
A e K.

9. On considére un endomorphisme u de E qui admet un
polynéme minimal . (On ne suppose pas pour autant que E
est un espace de dimension finie.)

9.a L'endomorphisme u est inversible si, et seulement si, il
est injectif.

9b Si P et yp sont premiers entre eux, alors 1'endomor-
phisme P(u) est inversible. Réciproque?

9.c Si P(u) n’est pas inversible, le polyndme P divise-t-il le
polynéme minimal de u ?

10. Décrire la sous-algebre K[u] C L(E) lorsque u est un
projecteur ; une symétrie;; un endomorphisme nilpotent.

11.  Suite de [126] — Si un polyndéme annulateur non nul a
un degré inférieur a dimK[u], alors il est associé au polyndéme
minimal.

12.  Un endomorphisme 1 admet au moins un vecteur propre
si, et seulement si, son polyndme minimal admet au moins une
racine dans K.

13.  Si E est un espace vectoriel réel et si le degré du poly-
ndme minimal de u € L(E) est impair, alors il existe au moins
une droite de E stable par u.

14. Si K = R et si la dimension de E est impaire, alors il
existe au moins une droite stable par u.

15. Deux endomorphismes ayant un méme polyndéme mini-
mal ont-ils méme polyndme caractéristique ?

16.  Deux endomorphismes ayant un méme polyndme carac-
téristique ont-ils méme polynéme minimal ?

17.  Appliquer [130.3] et reconnaitre les projections p; :

17.a quand u est un projecteur avec P = X(X —1);

17.b  quand u est une symétrie avec P = (X —1)(X + 1).
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18.  Suite de [130.3] — Un sous-espace F stable par u est aussi
stable par les projections (p;)1<i<, et admet une décomposition
en somme directe :

r

F = P[FNKerP;(u)].

i=1

19. Si u admet un polyndme annulateur qui n’est pas irré-
ductible, alors il existe une base de E dans laquelle la matrice
de u est diagonale par blocs. Expliciter un polynéme annulateur
pour chaque bloc diagonal.

20. Les théoremes [130.3] et [131.3] sont équivalents.

21.  Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement
si, le degré de son polyndme minimal est égal au cardinal de
son spectre.

22.  Un endomorphisme u admettant (X — A)™ pour poly-
ndéme annulateur est diagonalisable si, et seulement si, c’est une
homothétie.

23.  Une matrice diagonale par blocs est diagonalisable si, et
seulement si, chaque bloc diagonal est diagonalisable.

24.a Sile bloc Aj n’est pas diagonalisable, alors la matrice

_ (A1 A
A_(O A3)

n’est pas diagonalisable.
24.b Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ?

11 2 1 0 0
01 3 0 2 0
0 0 4 0o -1 2

137.  Une matrice A € GLg(R) telle que

A3 —3A%+2A =0
est diagonalisable. De plus, si tr(A) = 8, alors

Xa=(X-1HX~-2)7>

138.  Suite de [125.2] — Si P est le polynéme minimal d’une
matrice diagonalisable, alors P’(A) est inversible.

139.  Suite de [42.2] — Quel est le polynéme minimal d’une ma-
trice carrée de rang 1?

140.  Existence de sous-espaces stables en dimension finie
Soit E, un espace de dimension finie sur le corps K : tout endo-
morphisme u de E admet un polynéme minimal et son spectre
est un ensemble fini.
140.1 * SiIKK = C, pour tout endomorphisme u de E, il existe au moins
une droite vectorielle stable par u.
140.2  On suppose que K = R. Soit Py € R[X], un polyndme
de degré 2 qui divise le polynéme minimal de u.

1. Il existe un vecteur xp non nul dans Ker Py(u).

2. Pour tout vecteur xp non nul de Ker Py(u), le plan

Vect(xq, 1(xp))

est stable par u.
1403 * Si K = R, pour tout endomorphisme u de E, il existe un
sous-espace F stable par u tel que 1 < dim F < 2.

141. Théoréeme de Cayley-Hamilton pour les matrices trian-
gulaires
On suppose que I'endomorphisme u de E est représenté dans
la base # = (ey,...,e4) par une matrice triangulaire dont les
coefficients diagonaux sont Ay, ..., A4. On pose Fy = {0¢} et
V1i<k<d F= Vect(el,...,ek).

1. Pour tout 1 < k < d, I'image de F par (1 — AiIfp) est

contenue dans F_1.

2. Lepolynéme (X — A7) -+ (X — Ay) est un polyndme an-
nulateur de u.

3. Peut-on déduire le théoreme de Cayley-Hamilton de ce
qui précede? —[197]
142.  Caractérisation polynomiale des endomorphismes tri-
gonalisables
On cherche une caractérisation plus souple que [105.2] des en-
domorphismes trigonalisables.

1421  Soient A € M, (K) et po, le polyndme minimal de A.
Si A € K est une valeur propre de A, alors la matrice A est
semblable a une matrice de la forme

A *
0 Anfl

ott la sous-matrice A, 1 € M,_1(K) admet yg pour polyndme
annulateur.
1422  Soit u € L(E). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1. L’endomorphisme u est trigonalisable.

2. Il existe un polynéme scindé annulateur de .

3. Le polyndme minimal de u est scindé.

4. Le polynéme caractéristique de u est scindé.
143.  Projecteurs spectraux
On considére un endomorphisme u € L(E), qu’on suppose dia-
gonalisable. L'espace E est alors somme directe des sous-espaces
propres :

) E= € Ker(u—Al).
A€ESp(u)

Les projecteurs spectraux de u sont les projections (p,) AeSp(u)
associées a la décomposition de E en somme directe des sous-
espaces propres. —[23]
143.1  On déduit de la décomposition (5) de E la décomposition
suivante des vecteurs de x :

(6) Vx€eE, x =

Y, pax)

A€Sp(u)

et comme cette décomposition est adaptée a 1, on en déduit que

Qu)= ). Q)px

A€Sp(u)

) vV Qe K[X],

143.2  En particulier,

(8) u=

Y. Am

A€Sp(u)

et les projecteurs spectraux p, sont des polynémes en u.

143.3  Si u est inversible, alors
-1 -1
u = Z A Pa-
A€ESp(u)
143.4 Pour tout 1 <7 < 7, on note %;, une base du sous-espace

propre Ker(u — A; Ig). En concaténant ces bases, on obtient une
base %y de E, constituée de vecteurs propres de 1, dans laquelle
la matrice de la projection p; est

Diag(0,...,0,14,0,...,0)

ot d; = dimKer(u — A; Ig).
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143.5 La décomposition (8) de u se traduit matriciellement
dans cette base % par :

0
My, AN
. 0
/\kldk = Z Ak Idk
k=1
0
/\Tld, \\
0
et dans une base quelconque % par
0
AN
. 0
Sﬁat@(u) = Z Ar-Q Idk Q71
k=1
0
AN
0

ot Q est la matrice de passage de la base # a la base %.
144.

1. Soit M € M, (C). Si M? est diagonalisable et inversible,
alors M est diagonalisable.

2. Soit A € My(C).Si 1 ¢ Sp(A) et si A2 —2A est diago-
nalisable, alors A est diagonalisable.

145.  Suite de [138] — Soient A € M, (C) et
A 0 A
B=[0 A 0] (0.
0 0 A
Alors

(P(A) 0 AP/(A)>
VPeC[X], PB)=| 0 P(A) 0

0 0 P(A)

et B est diagonalisable si, et seulement si, A = 0.
146.  Soit A € M, (C). Les matrices

A 4A 3A 0
p=(4 %) e = (% %)

sont semblables dans My, (C). La matrice B est diagonalisable
si, et seulement si, la matrice A est diagonalisable.
147.  Suite de [70] -

1.  Tout polynéme annulateur de B est aussi un polynome
annulateur de A.

2. Onsuppose que le polyndme minimal P de A est scindé
a racines simples.

P=TT(xX -2
k=0

2.a Si A est inversible, alors

est un polynome annulateur de B.
2b SiAg=0,alors

Q= XTT(x*~ )
k=1

est un polynome annulateur de B.
3. Lamatrice B est diagonalisable si, et seulement si, la ma-
trice A est diagonalisable. Comparer avec [84].

VII

Applications

VII.1 Calcul du polynéme minimal

148.  Soit A € M, (K).

148.1 1l existe un, et un seul, polynéme o € K[X] qui soit
un polynéme unitaire et annulateur de A et qui divise tous les
polyndmes annulateurs de A.

148.2 Le polynoéme y est le polyndme unitaire annulateur de
A de plus bas degré possible.

148.30 Le polynéme minimal de A € M, (KK) est le polyndme uni-
taire annulateur de A de plus bas degré possible.

148.4 Deux matrices ont méme polynéme minimal si, et seule-
ment si, elles ont les mémes polyndomes annulateurs.

148.500 Si A = Matg(u), alors les polyndmes minimaux de A et de
u sont les mémes.

149. Méthode générale

149.1  Si P est un polyndme annulateur de A, alors le polynéme
minimal de A est un diviseur unitaire de P.

149.2 Le degré du polynome minimal de A est supérieur a n
si, et seulement si, la famille (I, A, ..., A”*l) est libre.

149.30 Soit P, un polynome annulateur de A € M, (K), unitaire et
de degré d. Si la famille

(LA,... A%

est libre, alors P est le polynome minimal de A.
149.4 Les polyndmes minimaux des matrices

0 -2 0 -5 —6 -4
Ai=[1 3 o0 Ay=|3 4 2
0 0 1 1 1 1
3 4 4 1 -2 2
As=1|2 3 2 A= 1 2 1
1 1 2 1 1 2

sont respectivement

p1=X>—-3X+2 =X -X

Uz = X* — X py = X2 —2X 4+ 1.
150. Cas d’une matrice diagonalisable
150.1 Si la matrice A est diagonale, son polynome minimal est

I"'unique polyndéme unitaire scindé a racines simples dont les ra-
cines sont les coefficients diagonaux de A.
150.2  Si la matrice A est diagonalisable :

A = Diag(Aq,...,An),

alors son polynéme minimal est le polyndme unitaire, scindé, a
racines simples dont les racines sont les valeurs propres de A :

[T x=a).

AESp(A)

HaA =

151.  Exemples
Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables? Quels sont
leurs polyndmes minimaux ?

100 11 3 10 3 11 0
0 2 0 01 0 0 1 4 01 0
00 3 00 2 00 2 00 1
11 0 100 12 3 0 3 4
01 1 01 0 02 0 01 2
00 1 00 2 00 2 00 2

1200 1200
ég(l) 03 0 0 02 0 0
o) 002 0 002 0

00 1 4 00 1 1

152.  Soit A € M, (R) telle que fA = AZ. Quels sont les poly-
ndémes minimaux possibles pour A? —[176]
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VII.2 Puissances d’une matrice

153.  Calcul par réduction
On suppose que la matrice A € M, (K) est diagonalisable. Il
existe une matrice inversible Q et une matrice diagonale D telles
que D = Q1AQ.
153.1

VkeN, AF=QDfQ!
153.2  Si le spectre de A est égal a {Ay,...,A;}, alors il existe
une famille (Py); <<, de matrices de projections telles que

.
Y ALPy.
k=1

VneN, A'"=

Ces matrices Py représentent les projecteurs spectraux de A.

154.  Utilisation d’un polyndme annulateur

On suppose connu un polynéme annulateur Py de A (par
exemple, le polyn6me minimal).

154.1  On effectue la division euclidienne de X¥ par Py :

X* = QuPy + Ry

et on en déduit que A = Ri(A).

154.2 Lorsque le polyndme Py est scindé a racines simples, on
détermine le reste de la division euclidienne de Xk par Py en
résolvant un systéeme de Vandermonde.

154.3 La formule de Taylor donne le reste de la division eucli-
dienne de X* par (X — A)4.

155.  Calcul de l'inverse

Soit A, une matrice inversible.

155.1 La matrice A admet un polynéme annulateur dont le
terme constant n’est pas nul et son inverse peut étre exprimé
comme un polyndme en A. —[125.4]
155.2 Si A est diagonalisable, alors I'inverse de A est diagona-
lisable et peut étre calculé par réduction comme au [153].

VII.3 Résolution d'un systéme différentiel

156.  Une fonction X : I — M, 1(IK) est de classe ¢! lorsque
les composantes de la matrice colonne X sont des fonctions de

classe € a valeurs dans K.

(x1(8), x2(t), ..., xn(t))

Dans ce cas, les composantes de la dérivée X’ sont les dérivées
des composantes de X.

X'(t) = (x1(t), 23(t), ..

X(t) =

1 (t))

N

157. O Un systéme différentiel du premier ordre a
constants est de la forme

coefficients

Vitel, X(t)=AX(t)

oit X : I — My, 1(K), une fonction de classe €1 et A € M, (IK) est

une matrice (indépendante de t).

158. Réduction d'un systéme différentiel

Soient Q € GL,(K), A = Q7 TAQet Y(t) = Q7 1X(t).
1. SiX : I — 9M,q1(K), alors ¥ : I My, 1

classe ¢! et

(K) est de

viel, Y(t)=Q X(t).

2. La fonction X vérifie X' = AX si, et seulement si, la
fonction Y vérifie Y/ = AY.

3. Si A est diagonalisable, il suffit de calculer une base de
vecteurs propres de A pour résoudre le systeme X' = AX. Il faut
calculer la base duale de cette base de vecteurs propres, c’est-a-
dire inverser Q, pour tenir compte d’une condition initiale.

159.  Suite de [94] — Résoudre les deux systemes différentiels
suivants.

¥=3x- y— z x = y+z

vV =—-x+3y— z Yy =x +

Z = —-x - y+ 3z Z =x+y
160.  Suite de [113] — Les fonctions x, y et z vérifient le systeme
différentiel

x' = —B5x + 2y + 2z
v = —-8x+ y+ 62
z = —8x + 2y + 5z

si, et seulement si, il existe trois constantes K, K, et K3 telles
que

x(t) 1 21 Kye3t
VteR, y(t) | =2 2 2| [ (Ky+Kst)e!
z(t) 2 21 Kze™!
161.  Résoudre les systemes différentiels suivants.
161.1
¥ =y ¥ =-3x —y ¥'= x4+ 5y
y=-x W= x-y |¥V=-x-3
161.2
¥ = —3x — 4y + 2t ¥ =x+y
y= x4+ y+ t \YV=x+ty+t

VII.4 Matrices compagnons

162. O On appelle matrices compagnons* les matrices de la forme

0 0
1

0 \

‘ 0
0

163. Le polyndéme caractéristique d'une matrice compagnon
est égal a son polyndme minimal :

XP — (ay_ 1 XP~ 4+ a1 X +ap).

164.  Suites récurrentes linéaires
Une suite récurrente linéaire d’ordre p > 2

Xptp = Ap—1Xp4p—1+ -+ agXn

peut étre traduite en une suite géométrique vectorielle

Xpy1 = AXy

oit 'A € M, (K) est une matrice compagnon.
Le calcul des puissances de A donne I’expression de x;,.

165.  Equations différentielles linéaires d’ordre p
Une équation différentielle linéaire d’ordre p > 2 a coefficients
constants

xP) (1) = ap,lx(p’l)(t) + o ax! () + agx(t)
peut étre traduite en un systéme différentiel du premier ordre
X'(t) = AX(t)

ou'fA ¢ 9, (IK) est une matrice compagnon.
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166. Soit « € R. La matrice
0 0 O 0
10 0 af
0 1 0 —a?
0 0 1 o

est-elle diagonalisable dans 9, (R) ? dans M1, (C)?

Questions, exercices & probléemes

Perfectionnement

167.  Exemples et contre-exemples

1. Exemple de matrice dont le polyndme minimal admet au
moins une racine double.

2.  Exemple de matrice admettant un polynéme minimal
non scindé dans R[X].

3. Exemple de matrice inversible admettant un polynoéme
annulateur divisible par X.

4. Exemple de polynéme annulateur de u dont une racine
n’est pas valeur propre de .

5. Exemple d’endomorphisme n’admettant que 0 pour va-
leur propre sans étre nilpotent.

6. Exemple d’endomorphisme admettant une infinité de
valeurs propres. Un tel endomorphisme admet-il un polynéme
minimal ?

7. Exemple d’endomorphisme de R? n’ayant pas de valeur
propre.

8. Exemple d’endomorphisme diagonalisable de E = R”
qui n"admet pas n valeurs propres deux a deux distinctes.

9.  Suite de [133.3] — Exemple de sous-espaces F, G et H de
EtelsqueE=G@®HetqueF # (FNG)® (FNH).

10. Exemple d’endomorphismes diagonalisables u et v qui
n’ont aucun vecteur propre en commun.

11. Exemple de matrices de méme spectre qui ne sont pas
semblables.

12.a  Exemple d’endomorphismes ayant méme polynéme mi-
nimal et des polynémes caractéristiques différents.

12b Exemple d’endomorphismes ayant méme polynoéme ca-
ractéristique et des polynomes minimaux différents.

168. Meéthodes
1.  On suppose connu le résultat de la division euclidienne
de P par (X —a)™ :

P=(X-=a)"Qm+ R

Comment en déduire le résultat de la division euclidienne de P
par (X —a)"+1?

2. Comment démontrer que deux polyndmes sont égaux?

3. Vaut-il mieux écrire un polyndme minimal sous forme
développée ou sous forme factorisée ?

4. Lamatrice d'un endomorphisme u € L(E) relative a une
base #) étant connue, comment trouver les vecteurs de % qui
sont vecteurs propres de u ?

5. Comment démontrer qu’une matrice est diagonalisable ?

6.  Pourquoi calcule-t-on en général det(A — AI,) pour trou-
ver le polynome caractéristique de A?

7. La connaissance du polynéme caractéristique (resp. du
polynéme minimal) de u permet-elle de savoir si u est diagona-
lisable ?

169.  Questions pour réfléchir

1.2  Les endomorphismes les plus simples sont les homothé-
ties.

1.b Les endomorphismes les plus simples apres les homo-
théties sont les projections.

2. Si A et A~! sont semblables, la matrice A est-elle néces-
sairement une matrice de symétrie?

3. Suitede [25.6] — Réciproque?

4.a Soit A € My (R). Si X € M, 1(C) est un vecteur propre
de A associé a A € ©, alors X est un vecteur propre de A as-
socié a A. L'application [X — X] est-elle un isomorphisme de
Ker(A — Al) sur Ker(A — AlL)?

4.b  Soient E et F, deux espaces vectoriels complexes de di-
mension finie. S'il existe une bijection ¢ de E sur F qui est semi-
linéaire :

Vx,y€E YAEC, ¢Ax+y)=2rp(x)+¢(y)

alors E et F sont isomorphes.

5. Suitede [61] — Etudier la réciproque.

6. Comparer les supports de o € G, et de ¢* pour k € N.

7. Une somme de deux matrices diagonalisables est-elle
diagonalisable ?

8. 9l existe un polyndéme P tel que P(u) soit diagonali-
sable, I'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

9.  Si le polyndme caractéristique de u est (A — X)" et si u
est diagonalisable, alors u est 'homothétie de rapport A.

10. La connaissance des valeurs propres d'un endomor-
phisme permet-elle de savoir si cet endomorphisme est, ou non,
diagonalisable ?

11.  Que dire des suites (Keru');cn et (Imu');c lorsque E
est un espace de dimension finie ? de dimension infinie ?

12.a  Toute matrice A € M, (C) admet au moins un vecteur
propre. Comparer avec [167. 7].

12.b  Si A et B sont deux matrices de 91, (C) qui commutent,
alors elles admettent un vecteur propre commun.

13.  Relier le polyn6me minimal d’une matrice diagonale par
blocs aux polynémes minimaux des blocs diagonaux.

14. Si A est une matrice a coefficients entiers et si le poly-
ndme

Pp= (X2 —V2X +1)(X* +V2X +1)

est un polynéme annulateur de A, alors Py est le polyndme mi-
nimal de A.

15.  Traduire par un systeme différentiel linéaire du premier
ordre le mouvement d'une particule de masse m et de charge g4
dans un champ magnétique B uniforme. La matrice de ce sys-
téme est-elle diagonalisable ?

16.  Un systeme de deux masses égales reliées par des res-
sorts de mémes caractéristiques peut étre traduit par le systeme
différentiel du second ordre X" (t) = AX(t) ou

A= (‘12 }2).

La matrice A est-elle diagonalisable? Comment résoudre un tel
systeme ? Interprétation physique des éléments propres de A?
170.
170.1

Soit E, un espace de dimension finie.
Si f et g sont deux endomorphismes tels que

E=Imf+Img=Kerf+Kerg,

alors ces deux sommes sont directes.

1702 Si (f+g) € GL(E) etsigo f =0, alors
rgf+rgg=dimE et E=Kerf@®Imf.
170.3  Si f est un endomorphisme non nul tel que

VgeL(E), rg(gof)=rg(fog)

alors f est un automorphisme de E.
170.4 Quels que soient les endomorphismes f et g,

rg(fog) >rgf +rgg—dimE.



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES

171.  Soient A € M3 (RR) et B € My 3(RR), telles que
1 0 0
AB=[(0 1 0
0 0 O

Alors rg A = rg B = 2. Identifier la matrice BA.

172.  Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et 1, un
endomorphisme de E tel que

E=Keru®Imu.

1721 Il existe une base % de E et une matrice inversible A
telles que
0 0
Dﬁat@(u) = <O A> .
172.2 1l existe [125.4] un polyndme P; € K[X] tel que
Pl(O) =0 et Pl(A) =1
172.3 La projection sur Ker 1 parallelement & Im u est un poly-
noéme en u.
173.  Une matrice carrée est singuliere (c’est-a-dire non inver-

sible) si, et seulement si, elle est équivalente a une matrice nil-
potente. —[116]
174.  Soit E, un espace vectoriel réel. On suppose que u est un
endomorphisme de E tel que u® = If.
1.
E = Ker(u — 1) ® Ker(u? 4 u +If)

2. Existe-t-il une droite stable par u dans Ker(u? +u +1g) ?
La dimension de ce noyau peut-elle étre égalea 0? a 1?

3. En supposant que dim E = 2, quels sont les polynémes
minimaux possibles pour u?
175.  Matrice du produit vectoriel
Soit u = (a,b,c) € R3, distinct de (0,0,0),

0 —c b a
A= ¢ 0 —a et U=|b].
—-b a 0 c

1. Le polynéme minimal et le polynéme caractéristique de
A sont égaux a X(X? + a? + b% + ¢2). La matrice A est diagona-
lisable dans 9M13(C), mais pas dans M3 (R).

2. Pour tout A € R*, la matrice B, = A + Al3 est inversible
et il existe (&, B,7) € R3 tel que B;l = aA? + BA + L.

3. La relation A> = U'U — 'UUI; redonne la formule du
double produit vectoriel.
176.  Suite de [152] — Si O est une valeur propre de A, alors
le polyndme minimal de A est X(X — 1) et A est semblable a
Diag(0,1).
177.  Suite de [69] — Soit A € M, (R). Décrire les sous-espaces
propres de 'endomorphisme v = [M — MA] de M, (R) en
fonction des sous-espaces propres de la matrice A.

Approfondissement

178.  Soit (G, x), un groupe dont les éléments appartiennent
aMm,(R).

1. L’élément neutre de ce groupe est une matrice de projec-
tion.

2. Tous les éléments de G ont méme rang.

179.  Soient A € M, (K) et
A A
s (4 4)-
1. Calculer B pour tout k € N.

2. Soit P, un polyndme annulateur non nul de A. Expliciter
un polyndme Q € K[X], non nul, tel que Q(B) = 0.

180.  Localisation des valeurs propres [43]
Soit A € M, (C).

n
VA eSp(A), |Al<
p(A), Al fg%’;];Mlﬂ

Interprétation géométrique de cet encadrement.

181. Pour tout a € C, les matrices
1 a a 2 0 0
M@)=1-1 1 -1 et 0 1 a
1 0 2 0 0 1

sont semblables. Pour tout n € N,

1 00 0 0 0
MO"=[1 1 1)|+2[-1 0 —1
-1 0 0 1 0 1

Expliciter M(a)" pour a # 0.
182.  Crochet de Lie
Soient B € M1, (C) et ¢, 'endomorphisme de M, (C) défini par
vV MeM,(C), ¢(M)=MB-—BM.
182.1 Reconnaitre le sous-espace propre de ¢ associé a 0.
182.2 On suppose que AB — BA = A.
1.

Vk>1, AkB— BAk = kAk

2. Condition pour que A¥ soit un vecteur propre de ¢ ?

3. Lamatrice A est nilpotente.
182.3 Les vecteurs propres de ¢ associés a des valeurs propres
non nulles sont des matrices nilpotentes.

183.  Soient a et b, deux réels non nuls tels que |a| # |b|. On
considere les matrices
B
B:(Z z) et A=|: L | € My (R).
B ... B

1. Lerang de A estégal a 2.

2. La matrice A admet 0 pour valeur propre. Quelle est la
dimension du sous-espace propre associé ? En donner une base.

3. Lamatrice colonne dont tous les coefficients sont égaux a
1 est un vecteur propre de A. Quelle est la valeur propre associée
a ce vecteur propre ?

4. La matrice A est diagonalisable.

184. Commutant d’'un endomorphisme diagonalisable
Soit f € L(E), un endomorphisme diagonalisable.

1. Caractériser 'ensemble des matrices M qui commutent a
une matrice diagonale.

2. Pour toute valeur propre A € Sp(f), on note E,, le sous-
espace propre Ker(f — AIg) et d,, la dimension de ce sous-
espace propre.

Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

2.a L'endomorphisme g commute a f.

2b Chaque sous-espace propre de f est stable par g.

2.c Pour tout A € Sp(f), 'endomorphisme g commute au
projecteur spectral p, de f.

2.d Il existe une famille (g1) esp(f) telle que

VA €Sp(f), gr€L(E)) etque g=

Z A O PA-
A€Sp(f)

3. Ladimension du commutant [6.80] de f est égale a

Y&

A€Sp(f)

4. Comparer K[f] et le commutant de f.
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185. Réduction simultanée
Soient u et v, deux endomorphismes de E, espace de dimension
finie.

1. S'il existe une base % de E dont les éléments sont a la
fois des vecteurs propres pour u et des vecteurs propres pour v,
alors les matrices Matz(u) et de Maty(v) commutent.

2. On suppose que u et v sont diagonalisables et com-
mutent.

2.a Pour tout A € Sp(u), le sous-espace E, = Ker(u — Alf)
est stable par v et I'endomorphisme v, induit par restriction de
v a E, est diagonalisable.

2b On pose A = Maty(u) et B = Matyz(v) ot A est une
base adaptée a la décomposition

E= € E

AeSp(u)

11 existe une matrice inversible et diagonale par blocs P telle que

P~1BP soit diagonale. Que dire de la matrice P"1AP?
3. Condition pour que deux endomorphismes admettent
une base commune de vecteurs propres.

186.  Condition sur A € M, (C) pour que la matrice

B = (/3 ;“) € My ()

soit diagonalisable.

187.  Racine carrée d’une matrice positive
Soit A € 9, (IR), une matrice admettant n valeurs propres posi-
tives, deux a deux distinctes.

1. Suite de [61] — S'il existe une matrice M € M, (R) telle
que M? = A, alors il existe une matrice inversible Q telle que les
matrices Q" 1AQ et Q~1MQ soient diagonales.

2. Il existe une, et une seule, matrice M € 9, (R) admet-
tant n valeurs propres positives telle que M? = A.

188.  Equation matricielle du second degré
On considere
(5 3
A= (1 3>.

1. Tlexiste P € GL,(R) telle que P~ AP soit diagonale.

2. Si M € 9My(R) vérifie I'équation M2 + M = A, alors la
matrice P~ MP est diagonale.

3. Résoudre I'équation M? + M = A.

189.  Le couple (x,y) est une solution du systeme différentiel

x//:3x+ ]/+€2t
y" = 2x + 2y + 3¢t

si, et seulement si, il existe quatre réels Cy, Cy, C3 et Cy tels que

x(t) = — (6t +1)et /12 + (12t — 19)e? /72

+ Clef + Czeizf + C3€7t + C4€2t,
(6t —5)et /6 + (12t —43)e*

—2Cqet + Cpe?t — 2Cze~t + Cye?t.

y(t) =
190.  Suite de [93] — La fonction X : R — 91, 1 (R) définie par
VteR, X;= <X1(f),X2(f),X3(t)>

est une solution du systéme différentiel X" = AX si, et seule-
ment si, il existe six réels a1, ap, a3, B1, P2 et B3 tels que

x1(t) = (03 —ap) cht + (By — B2) sht
xp(t) = —ajcht —  Bysht  —th(Bscht+azsht)
x3(t) = (a3 —ap) cht + (B3 — B2) sht — t/o(Bs cht + agsht).

Pour aller plus loin

191.  Questions pour réfléchir

1. Suite de [43] — Proposer une localisation plus précise des
valeurs propres de A.

2. Le polyndme minimal de A € 91, (IR) est aussi le poly-
ndme minimal de A considérée comme un élément de M, (C).

3. Comment définir et caractériser les endomorphismes
diagonalisables d"un espace vectoriel de dimension infinie ?

4. Onsuppose que u est diagonalisable. Pour toute fonction
f dont I'ensemble de définition contient le spectre de u, on peut

poser
fwy= Y, f(A)pr€Klul.

A€Sp(u)

Justifier cette définition en considérant les applications polyno-
miales. Considérer le cas f = exp.

5.  Exponentielle d'un projecteur ? Exponentielle d"une sy-
métrie ?

6. On suppose que le polynome minimal o de u est un
polynéome de degré 2.

6.a L'exponentielle de u est une combinaison linéaire de Ig
et de u.

6. Expliciter exp(u) lorsque pg = X2 + 1.

192.  On suppose que E = F @ G et on note I', 'ensemble des
endomorphismes u de E tels que
Keru=F et Imu=G.

1. L'ensemble I est-il un sous-espace de L(E)?

2. Quelle est 'allure de la matrice de u € I' dans une base
adaptée a la décomposition E = F® G?

3. Pour tout u € T, on note ¢(u), I'endomorphisme induit
par restriction de u a G. L'application ¢ ainsi définie est une
bijection de T’ sur GL(G) et (I',0) est un groupe isomorphe a
(GL(G), o). Quel est I'élément neutre de ce groupe ?

193.  On appelle valeur spectrale de u tout scalaire A tel que
(1 — AIE) ne soit pas inversible.

1. Toute valeur propre est une valeur spectrale. Réciproque
en dimension finie ?

2. Exemple d’un endomorphisme de K[X] ayant une valeur
spectrale mais pas de valeur propre.

3. Si u admet un polynéme minimal, alors toute valeur
spectrale est une valeur propre [136. 9.b] et le nombre de valeurs
spectrales est fini.

194. Soient A et B, deux matrices de M, (R). On suppose
qu’elles sont semblables en tant que matrices de 91, (C) :

3P cGLy(T), B=P AP

et on pose

VOeR, Py=e?P+e P com,(R).
Il existe un nombre infini de 6 € R tels que Py € GL,(RR). Les
matrices A et B sont semblables en tant que matrices de M, (R) :

3Q eGL,(R), B=Q 'AQ.

195. Endomorphismes semi-simples
Un endomorphisme f de E est semi-simple lorsque tout sous-
espace F de E stable par f admet un supplémentaire G stable
par f.

1. On suppose que f est diagonalisable.

1.2 Un sous-espace de E, distinct de {Of }, est stable par f si,
et seulement si, il possede une base de vecteurs propres de f.

1.b  L'endomorphisme f est semi-simple.

2. On suppose que E est un espace vectoriel complexe et
que f est semi-simple.

2.a Il existe (au moins) un sous-espace strict stable par f.

2b L'endomorphisme f est diagonalisable.



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES

3. Exemple d’endomorphisme semi-simple de R? qui n’est
pas diagonalisable.

196.  Traduire le systeme différentiel

2" + '+ x73y
4y”f2x”fx — 2x + y:

sous forme matricielle : AX" + BX’' + CX = 0 et déterminer une
matrice-ligne L telle que LA = 0. Si X = (x(t),y(t)) est une
solution du systéme initial, alors

X"+ Zy” _ y/ -0

Conclure.

197.  Sous-espaces cycliques
On cherche ici a démontrer le théoreme de Cayley-Hamilton.
197.1  Etude de I'orbite d’un vecteur
On considere un endomorphisme u de E, espace vectoriel de
dimension quelconque.
L'orbite d’un vecteur x € E sous l'action d’un endomorphisme
u est le sous-espace
Fy = Vect (uf(x), k € N).

1. L'orbite de x sous l'action de u est le plus petit sous-
espace stable par u qui contienne le vecteur x.

2. Si dimF, est finie, alors il existe un, et un seul, entier
ry € N tel que la famille

(uk(x))ogkgrx

soit une base de F;.
3. Le degré du polynéme minimal de u est strictement su-
périeur a ry.
4.  Sile degré du polyndome minimal de u est égal a d, alors
Vx€E, Fy= Vect(x,u(x),...,udﬁl(x)).
Etudier la réciproque.
197.2 Restriction a un sous-espace cyclique
On suppose que
By = (x,u(x),...,u"(x))
est une base de Fy et on note uy, 'endomorphisme de Fy induit
par restriction de u.
1. Il existe une famille (ay)o<k<, de scalaires tels que
W) =ag-x4ag - u(x)+ -4 a1 (x).
Quelle est la matrice de u, relative a %, ?
2. Le polynome minimal de 1, est égal a

X~ (ag+ a1 X+

+ o X).
197.3 Démonstration du théoréeme de Cayley-Hamilton
On suppose que E est un espace de dimension finie et on choisit
x € E. On note uy, 'endomorphisme induit par restriction de u
au sous-espace Fy = Vect(uk(x), keN).

1. Le polynéme caractéristique de u, est un polyndme an-
nulateur de uy.

2. Le polyndme caractéristique de u, divise le polyndéme
caractéristique yx, de u.

3.

Vxe€E, xu(u)(x)=0g.

198. Le rayon spectral de A € M, (C) est défini par
p(A) = sup [A].
A€Sp(A)

On peut calculer une valeur approchée du rayon spectral grace
a la propriété suivante.

p(A) = Lim |tr(A? ‘UP

p— oo

En prenant
)| 1 /24

p(A?) ~ | tr(AY)
on commet une erreur relative de 1’ordre de 277 /nn.

199.
scindé :

On suppose que u admet un polynéme annulateur

P= H

ol les o sont deux a deux distincts.
Les sous-espaces caractéristiques de u sont les sous-espaces
Er =Ker(u —a Ig)™ pour 1 < k < r.

1. L'espace E est somme directe des sous-espaces caracté-
ristiques de u.

_“k

,
E = P Ker(u — aj I)™
k=1

2. On note (pi)1<k<r la famille des projections associées a
cette décomposition en somme directe et on pose

v = (u— arIg) o py.

2.a Pourtoutl <k<r,

VieN*, o= (u—arlg)opy

et vy est nilpotent.
2.b  L'endomorphisme uj induit par restriction de u a Ej est
la somme d’une homothétie et d"un endomorphisme nilpotent.
3. Comparer vy o v; et vj o vy lorsque j # k.
4. Reconnaitre I'endomorphisme

r T
(Z "‘kpk) + (Z 'Uk)'
k=1 k=1
Les deux termes de la somme commutent-ils ?
5. Le polynome caractéristique de u est égal a
T

[TxX = ae)™
k=1

ot dy = dim Ey, pour tout 1 <k < r.
6. Quels résultats a-t-on ainsi redémontrés?



