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Séries entieres

1. Les séries entieres sont les séries de fonctions les plus
simples : la somme d’une série entiere est, sur son ensemble
de définition, la limite simple d’une suite de fonctions polyno-
miales.

1.1 O La série entiére de coefficients (an)nen est la série de fonc-

tions
Yo"

oit la variable z est réelle ou complexe.

1.2 Par un abus classique, I'expression ) a,z" pourra dési-
gner la série entiere (série de fonctions, pour laquelle z est une
variable) aussi bien que la série réelle ou complexe (série numé-
rique, ol z est fixé).

Rayon de convergence

2. Echauffement

2.1 Siuy = O@") avec 0 < r < 1, alors Y u, est absolument
convergente.

2.2 Si la série Y u, est convergente, alors la suite (i, ),cN est
bornée.

2.3 Sir < Ry pour tout r < Ry, alors R; < Ry,

3. Lemme d’Abel
Pour tout r > 0 et tout z € C tel que |z| # 7,

zZ

anz" = (ayr™) (;)n

11 reste a choisir le réel r de telle sorte que le second membre ne
reste pas sous forme indéterminée.

3.1 O Silasuite (ayzf)pen est bornée, alors la série } a,z" est ab-
solument convergente pour tout z € C tel que |z| < |zp|.

3.2 0O Sila suite (anzg)neN n’est pas bornée, alors la série ) a,z"
est grossierement divergente pour tout z € C tel que |z| > |zg].

I.1 Domaine de convergence

4, L'ensemble de définition de la somme d’une série entiere
a une géométrie assez simple puisque 1’ensemble des z € C
pour lesquels la série ) a,z" est absolument convergente est un
disque (ouvert ou fermé) centré en 0.

5. Soit ) a,z", une série entiere. L'ensemble A des réels po-
sitifs r tels que la suite (a,7"),en soit bornée est un intervalle
qui contient 0.

6. Rayon de convergence infini

6.1 0O Ondit que le rayon de convergence de la série entiere ) a,z"
est infini lorsque la suite (ay1™),cN est bornée pour tout r € Ry
6.2 [0 Le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" est infini
si, et seulement si, la série complexe Y a,z" converge absolument pour
tout z € C.

6.3 Si ay, = 0 & partir d'un certain rang, alors le rayon de
convergence de ) a,z" est infini et la somme de cette série en-
tiere est une fonction polynomiale.

7. Rayon de convergence fini

71 O Ondit que le rayon de convergence de la série entiére ) a,z"
est fini lorsqu'il existe ro € Ry tel que la suite (ayr(}),en n'est pas
bornée.

7.2 Suite de [5] — Si # # R, alors & est un intervalle borné,
de la forme [0, R[ ou de la forme [0, R].

7.3 0 Soit Y. a,z", une série entiere dont le rayon de convergence
est fini. Le rayon de convergence de cette série entiere est la borne
supérieure de 'ensemble des réels r € R tels que la suite (a,r" ) eN
soit bornée.

8. [ Premiere caractérisation du rayon de convergence
Le rayon de convergence de la série entiere Y a,z" est égal a R si, et
seulement si,

8.1 pour |z| < R, la suite (ayz") N est bornée et

8.2 pour |z| > R, la suite (a,z"),eN n'est pas bornée.

9. Exemples

9.1 Si la suite (a,),eN est bornée mais ne tend pas vers 0,
alors le rayon de convergence de }_a,z" est égal a 1.

9.2 Sia, = n? lorsque 'entier n est premier et a,, = 0 sinon,
alors le rayon de convergence de ) a,z" est égal a 1.

9.3 On note Ry, le rayon de convergence de ) a,z". Alors le

rayon de convergence de Y a,z*" est égal a /R, et le rayon de
convergence de Y_a%z" est égal a R2.

10. O Deuxiéme caractérisation du rayon de convergence

Le rayon de convergence de la série entiére ) a,z" est égal a R si, et
seulement si,

10.1  pour |z| < R, la série Y a,z" est absolument convergente et
102 pour |z| > R, la série Y a,z" diverge grossierement.

11. Exemples

111 Sila série )_a, converge absolument, alors R; > 1 et la
série converge sur le disque unité fermé.

11.2  Si la série ) a, est semi-convergente, alors le rayon de
convergence de ) a,z" est égal a 1.

12. 0O Si le rayon de convergence R d’une série entiére est un réel
strictement positif, le disque ouvert de convergence est [|z| < R] et
le bord du disque de convergence est le cercle [|z| = R].

1.2 Calcul du rayon de convergence

13. Les principales méthodes pour calculer le rayon de
convergence d’'une série entiere sont les deux caractérisations
[8] et [10], ainsi que leur synthese [14]. Leur mise en ceuvre de-
mande de connaitre le comportement asymptotique de suites et
de séries de référence, notamment les séries du [15].

14. O Si la suite (ayz"),en tend vers O pour |z| < Rg et si la
série Y anz" diverge grossierement pour |z| > Ry, alors le rayon de
convergence de la série entiere ) a,z" est égal a Ry.

15. Exemples de référence
Série entiere Parametre Rayon de convergence
Z z ”/ n! 0o
Y onlz" 0
Yy ntz" (0 €R) 1
yq'z" (eC) Yjal

Utilisation de la réegle de D’Alembert

16. La regle de D’ Alembert [4.46] permet de calculer tres fa-
cilement le rayon de convergence de certaines séries entiéres, no-
tamment quand il n’est pas possible de comparer les coefficients
de la série entiére a ceux des séries de référence [15]. Cependant,
elle reste beaucoup moins utile que les théorémes [8], [10] et [14].
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16.1  Le rayon de convergence de Y nlz" est égalal.
16.2  Le rayon de convergence de ) ’,;—';23" est égal a e,
16.3  Le rayon de convergence de ) (27’11)2” est égal a 1/4.
16.4  Le rayon de convergence de ) E%’)); z" est égal a 1/27.
171 Sia, # 0 pour tout n € N et si
Jan ] ——— 9 € Ry U {+o0},
|an\ n—r+00

alors le rayon de convergence de }_a,z" est égal a 1/,.
172 Si|ay11|/|ax| tend vers ¢ € Ry U {+o0}, alors le rayon
de convergence de ¥ a,z>" est égal a 1/, 7.

18. Insuffisance de la régle de D’Alembert

18.1  Onposea, = 2" sin est pair et a4, = 3" si n estimpair. La
régle de D’Alembert ne prouve la convergence de ) a,z" pour
aucun z # 0, alors que le rayon de convergence est égal a 1/3.
18.2  La regle de D’Alembert ne permet pas de calculer le
rayon de convergence de la série entiere du [9.2].

18.3  Elle permet de deviner le résultat de I'exemple [9.3], mais
pas de le démontrer.

1.3 Calcul par comparaison

19. Plus la suite (a,),en des coefficients tend vite vers 0,
plus le rayon de convergence de la série entiere )_a,z" est grand.
On compare en général les coefficients a, a ceux d'une série
entiere de référence [15].

20. Les séries entieres ) a,z" et } a,4pz" ont méme rayon
de convergence.

21. O Les séries entieres )y ayz" et Y na,z" ont méme rayon de
convergence.

22. Si le rayon de convergence de ) a,z" est strictement po-
sitif, alors le rayon de convergence de ) a,z" /n! est infini.

23. 0O On note R, et Ry, les rayons de convergence respectifs (finis
ou non) des séries entieres y_ anz" et Y byz".

231 Sia, = O(by), alors Ry = Ry

232 Siay ~ by, alors R; = Ry.

24. Pour tout & € IR, les séries entieres Y a,z" et Y n%a,z"
ont méme rayon de convergence.

25. On suppose que

an

VneN, by = ——.
"1+ fag

Alors R, > max{1,R,} etsi R, > 1, alors R, = R,.

26. Somme de deux séries entiéres
26.1 O Soient Ry, Ry et Ry, les rayons de convergence respectifs des
séries entieres Y anz", Y byz" et Y (ay + by)z". Alors

RQ 2 min{Ra, Rb}

et si R; < Ry, alors Ry = R,.

26.2  Les rayons de convergence de ) z" et de }_ (27" — 1)z"
sont égaux a 1, mais celui de leur somme est égal a 2

26.3  Les rayons de convergence de Y z", de Y (—1)"z" et de
leur somme sont égaux a 1.

Produit de Cauchy
27. Le produit de Cauchy [5.55.2] de deux suites (a,),enN et
(bn)nen est la suite (c,),en définie par
n
VneN, Cp = Z akbnfk-
k=0

271 O Le produit de Cauchy des deux séries entieres ) a,z" et
Y b,z" est la série entiere

Z(kio akbn,k)z”.

27.2 0 On note Ry, Ry et R, les rayons de convergence des séries
entieres ) a,z", Y. b,z" et de leur produit de Cauchy )" c,z". Alors

—+00 —+00 —+00
Re > min{Rq, Ry} et ) cpz" = (Z anz”) (Z an”)
n=0 n=0 n=0

pour tout z € C tel que |z| < min{R,, Rp}.
28. Exemples

281  On note (s;)en, la suite des sommes partielles de la
série ) ay.
+o00 1 +oo
: n __ n
Y |z| < min{1,R,}, Z sz =1 Z anz".
n=0 n=0
28.2 Onposeay=>by=1et

Vnx>1l, a,=2 et b,=2(-1)".

Les rayons de convergence de ) a,x" et ) b,x" sont égaux a 1,
tandis que celui de leur produit de Cauchy est infini.

Entrainement

Dans les questions qui suivent, on convient de noter R, et Ry, les
rayons de convergence respectifs des séries entieres y_a,z" et Y b,z".

29. Questions pour réfléchir
1. Sila série ) a,z" converge pour z = zj, converge-t-elle
aussi pour z = —zg ?

2. Si la série ) a,z" converge pour z = z(, converge-t-elle
aussi pour z = zg ?
3. Justifier la description du domaine de convergence d’une
série entiere donnée au [4].
4. Les séries entieres )" a,z" et }_|a,|z" ont méme rayon de
convergence (que ce rayon soit fini ou infini).
5. Sib, = ayq" pour tout n € N, alors Rj, = Rde/.
6. Sila suite (a,2"),en est bornée, alors R, > |z|.
Si la suite (a,2"),en tend vers 0, alors R, > |z|.
Si la série complexe Y a,z" converge, alors R, > |z|.
Si la série complexe Y a,z" diverge, alors R, < |z|.
Si la suite (a,2"),en ne tend pas vers 0, alors R; < |z|.
11.  Sila suite (a,2"),en nest pas bornée, alors R, < |z|.
12.  SiR,; > 1, alors la série ) a, est absolument convergente
et, en particulier, la suite (a,),en tend vers 0.
13.a Sir < Ry, alors a, = o(1/1").
13.b  Sir > Ry, est-il vrai que 1/r" = o(a,)?
14.  Silasuite (a,z]),en est bornée mais ne tend pas vers 0,
alors R; = |zg].
15.  Sila série ) a,z{ est semi-convergente, alors R, = |z
16.  Sila série Y a, (1 +i)" converge, alors R, > V2.
17.  Si la suite (ay,),en tend vers 0, alors R; > 1.
18.  Sia, = O(q") avec g € R, alors R, > 1/4.
19.a Le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" est
infini si, et seulement si, a, = o(6") pour tout 6 > 0.
19.b  Si 0" = o(a,) pour tout 6 > 0, alors R; = 0.
20. Les propositions suivantes sont équivalentes :
20.a R; >0.
20.b Il existe § > 0 tel que a, = o(6").
20.c Il existe M > 0 tel que |a,| < M" pour tout n € N.
21, S'il existe M > 0 tel que |a,| > M" pour tout n € N,
alors R; < /m.

30. On suppose qu'il existe («, B) # (0,0) tel que

© o ™

VnelN, ap+2+aa,iq+pa,=0.

Alors le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" est non
nul. Condition pour que ce rayon soit fini?

31. On suppose que les rayons de convergence de ) a,z" et
de Y- b,z" sont égaux a R et que

VneN, a,= b2n+1 =0.

Alors le rayon de convergence de Y (a, + b, )z" est égal a R.
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32. Suite de [23] — Soit ) a,, une série divergente de terme
général positif. On note (by),enN, la suite des sommes partielles
de Y ay, et on suppose que a, = o(by) lorsque n tend vers +co.
Alors R, = Ry = 1.

33. Suite de [23] — Pour tout n € IN*, on pose

ap+---+an
—

by =

1. Comparer R, et R, lorsque (a,),eN est une suite géomé-
trique.

2. SiR; > 1, alors (4,)nen est négligeable devant une suite
géométrique de raison 0 < g < let Ry > 1.

3. Si0 < R; < 1, alors il existe g > 1 tel que a, = o(q"),
donc b, = o(q") et Ry = R,.

4. On suppose que ap, = 4" et que ay,.1 = 0 pour tout
n € N. Comparer R, et R;.

34. Pour tout n € IN*, on note Hy, la n-ieme somme partielle

de la série harmonique. Le rayon de convergence de ) H,x" est
égalalet

Py — /(1 —x
Vx| <1, Zan”:%x).
n=1
35. Calculer les rayons de convergence des séries entiéres
suivantes.
35.1
2n n n(,2
z 3. n z 3 (1’1 +2) n
L (2n)! L L (2n+1)! L oait
2 n.3n+1
n-+1 (-1)"z
Zn!z” Zn\/ﬁz” Z T z" Zi(SnJrl)!
2 mn , (1 +n?)
Yovnt Ylemt ) 2 L EUES 2"

2" =1
an—ﬂz” ) Arccos 3 z"

Zz”z ) (sinn)z"

35.2
DS R EL 3 (R
II
Etude de la somme
36. On suppose dans ce paragraphe que le rayon de conver-

gence R, de la série entiere ) a,z" est strictement positif. La
somme S de cette série entiere est alors définie au moins sur le
disque ouvert de convergence :

O={zeC: |z| <Rq}
et au plus sur le disque fermé QO = {z € C : |z| < R, }.

II.1 Continuité

37. La série entiere ) a,z" converge normalement sur le
disque ouvert de convergence si, et seulement si, la série nu-
mérique ) a, R} converge absolument.

38. Continuité sur le disque ouvert de convergence

38.1  Si K est un disque fermé contenu dans le disque ouvert
), alorsil existe 0 < r < R, tel que K soit contenu dans le disque
fermé [|z| < 7).

38.2 O La série entiere ) ayz" converge normalement sur tout disque
fermé contenu dans le disque ouvert de convergence.

38.3 O La somme d'une série entiere est continue sur le disque ouvert
de convergence.

39. Continuité au bord

Sur le disque ouvert de convergence () et hors du disque fermé,
le comportement d’une série entiére est trés contrasté [14], quelle
que soit la série entiere.

En revanche, le comportement sur le cercle Q) = [|z| = R,] varie
d’une série entiére a 1’autre.

39.1  Si la série numérique ) a,R] est absolument conver-
gente, alors la somme de la série entiére ) a,z" est continue sur
le disque fermé Q).

39.2  Si la suite réelle (uyR}}),en tend vers 0 en décroissant,
alors la série entiere ) u,x" converge uniformément sur [— Ry, 0]
et sa somme est continue sur [—Ry, 0].

40. Développement limité au voisinage de I’origine [36]
40.1  Pour tout p € N, la somme de Y a,+pz" est bornée au
voisinage de 0.

40.2  Pour tout n € N fixé et pour z € () voisin de 0,

n
S(z) = Y mz + 0",
k=0

I1.2 Dérivabilité

41. On suppose encore que le rayon de convergence R de
la série entiere ) a,z" est strictement positif, mais on considere
maintenant la somme S comme une fonction de la variable réelle
t qui parcourt l'intervalle ouvert de convergence |—R, R|.

411 Pour tout p € N, le rayon de convergence de la série
entiére

Z:(n—&-p)!

T lln+ptn

est égal a R.

41.2 O Si le rayon de convergence R de la série entiere ) a,z" est
strictement positif, alors sa somme S est de classe € sur 'intervalle
ouvert |—R, R] et on obtient ses dérivées en dérivant terme a terme.

+oo I
Vp=1,Vte]-RR[, sP()=Y @anﬂ,t"
n=0 .
En particulier,
(1)
VneN, a,= 5 n'(O)

41.3 O Formule de Taylor
La somme S d’une série entiére vérifie la formule de Taylor :

+oo ¢(n)
Vie]-RR[, S(t)=Y > n'(o) g
n=0 :

oit R est le rayon de convergence de la série entiere.

42. [ Unicité du développement en série entiére
Si les rayons de convergence de Y anz" et de Y b,z" sont strictement
positifs et s'il existe & > 0 tel que

+o00 +o00
Viel-wal, Y ant" =) but",
n=0 n=0

alors ay, = by, pour tout n € N.
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Entrainement

43. Questions pour réfléchir

1.  Une série entiére converge normalement sur le disque
ouvert de convergence () si, et seulement si, elle converge nor-
malement sur le disque fermé Q).

2. Une série entiere converge normalement sur R si, et
seulement si, sa somme est constante sur R.

3. Une série entiere converge normalement sur tout seg-
ment [—A, A] C R si, et seulement si, son rayon de convergence
est infini.

4. Les sommes des séries entieres ) n!x" et Ze("z)x” sont
égales alors que leurs coefficients ne sont pas égaux deux a
deux.

5. Pour tout n € N, on pose u, = n'a,. Exprimer la somme
S et ses dérivées successives en fonction des ;.

44. Dérivation des fonctions composées

On sait quesi f : I — Jetg : J] — K sont des fonctions
dérivables sur les intervalles réels I et ], alors la composée g o f
est dérivable sur I.

La notion de fonction dérivable de la variable complexe n’ayant pas
été définie, la fonction f : I — C et la composée go f : I = K
peuvent étre dérivables alors que la dérivabilité de g : C — K
n’a pas de sens.

441 Si¢ : I — Cestdeclasse ¢ 1 alors exp og est de classe

&1 sur I et
Viel, (expog)(t)=explo(t)] ¢'(t)

car exp(x +iy) = e*(cosy +isiny) pour tout (x,y) € R>.
442  On peut étendre ce résultat aux sommes de toutes les
séries entieres. —[52.1]
Si ¢ : I — C est une fonction de classe €7 (avec p € N ou
p = oo) telle que

Vtel, |e(t) <R

alors S o ¢ est une fonction de classe 67 sur I et

—+o0
Viel (Sog)(t) =Y nau[o(t)]" ¢'(t).
n=1
En particulier, si ¢ : I — R, on retrouve la formule usuelle :
(Soq)(t)=5"(o(t) - ¢'(t).

III

Vtel,

Développements en série entiére

45. O Une fonction f est développable en série entiére au voisi-
nage de ty € R lorsqu’il existe un réel r > 0 et une suite (ay)peN
tels que

—+o0

f() =) an(t—to)".

n=0

Vielty—rto+r],

On dit alors que la fonction f est développable en série entiére sur
Uintervalle [ty —r,tg + [

III.1 Série de Taylor

46. Pour que f soit développable en série entiere au voisi-
nage de fo, il faut [41.2] que f soit de classe €® sur un intervalle
ouvert |ty — 7, tg + r[ et que

an = JL)GO).

VneN,
n!

47. 0O Soit f, une fonction de classe € sur l'intervalle ouvert
|to — 1, to + r[. La série de Taylor de f au point t est la série entiere

(n)
Zf nStO) (t _ tO)”-

48. Caractérisation

Une fonction f est développable en série entiere au voisinage de

to si, et seulement si,

— Elle est de classe ¥"* sur un voisinage de ty;

— Le rayon de convergence de sa série de Taylor est strictement
positif et

— La somme de sa série de Taylor est bien égale a f sur un voi-
sinage de t.

49. Exemples

49.1  La fonction rationnelle

PR
1+#2

est développable en série entiere au voisinage de 0. Elle est de
classe € sur R, mais sa série de Taylor au point 0 a un rayon
de convergence fini.

49.2  La fonction f définie par

f()=0 et f(t) = exp(~1/)

est de classe ¥ sur R et le rayon de convergence de la série
de Taylor est infini, mais la fonction f n’est pas développable en
série entiére au voisinage de 0.

Vi<0, Vit>0,

50. Unicité du développement en série entiére [42]
Soit f, une fonction f développable en série entiére au voisinage
de0:

—+00
Vtel-rr], flt) = ;)ant”.

50.1  Si f est identiquement nulle sur un voisinage de 0, alors
ay = 0 pour tout n € N.

50.2  S'il existe a > 0 tel que f(t) = 0 pour tout t € ]0, a], alors
f est identiquement nulle sur |—7, 7|.

50.3  S'il existe une suite strictement décroissante et de limite
nulle (u,)nen telle que f(u,) = 0 pour tout n € N, alors f est
identiquement nulle sur |-, r|.

50.4 Si f coincide avec une fonction polynomiale g de degré
d sur un voisinage |—a, a[ de 0, alors a, = 0 pour tout n > d.

50.5 La fonction f = [t+ f(—t)] est développable en série
entiere et
—+00
Viel-rr[, f(—t)= ) (=1)"ant".
n=0

50.6 U Si f est paire, alors az, 1 = 0 pour tout p € N et

—+00
Viel-rr, f(t)= Y apt?.
p=0

50.7 O Si f est impaire, alors ap, = 0 pour tout p € N et

—+00
Viel-rrl, f(t)=Y apt?th
p=0

Inégalité de Taylor-Lagrange

51. L'inégalité de Taylor-Lagrange peut servir a démontrer
que la série de Taylor d'une fonction f de classe € converge
bien vers f.

51.1  Si f est de classe € sur |—r,r|, alors

|t‘n+1

(n+1)
su u
(n+1)! ,Pg},’gp‘f ()]

FURSSRALITE
k=0 .

pour tout t tel que || < p < 7.
51.2  Si f est développable en série entiere au voisinage de 0,
alors il existe deux réels strictement positifs r et M tels que

vneN, [fMo) <X
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51.3  Si f est de classe € au voisinage de 0 et s’il existe deux
réels strictement positifs M et r tels que
Mn!
VneN, Ytel|-rr, |[fM)< gt

alors f est développable en série entiére sur |—7,7].

52. Série exponentielle
En appliquant [51.3] & f() = exp(fz) on obtient 'un des déve-

loppements en série entiere fondamentaux. —[80]
521 [0
oo n
VzeC, exp(z)= "
n=0
52.2  La formule [52.1] peut étre prise comme définition de la

fonction exp et toutes les formules trigonométriques peuvent se
déduire de la propriété de morphisme [5.56].
52.3 [

YV (z1,22) € C?, exp(z1 +z2) = exp(z1) exp(z2).

Fonctions de référence

53. Les développements de référence peuvent tous étre dé-
duits des trois développements fondamentaux [54.1], [55.1] et
[56.1].

54. Série exponentielle et fonctions trigonométriques
54.1 [
+o0 P
VzeC, exp(z) = —
n!
n=0

54.2 [ Pour tout z € C,

+00( )n ZZn +00 ZZn
cosz = -1 chz =
H;O (2n)! n;) (2n)!
+ZO:O( Z2n+1 +o0 Z2n+1
sinz = e shz =
= (2n+1)! = (2n +1)!
55. Série géométrique et séries associées
On note D, le disque unité ouvert de C.
55.1 [
1 +Zoo n 1 +00( )n n
VzeD, — = Z" et = —-1)"z
1—z = 1+z =
55.2
1 +Zoo 2n 1 +Zoo( )n 2n
VzeD, ——s= Z et = —1)"'z
1-22 = 1422 =
55.3 Pour tout entier p > 2
1 ™ -1
VzeD, = (n TP ) n
(1-2) = p—1
55.4 O Pour tout t € |—-1,1],
+oco (71)n+1 +oc0 ( 1)ntn+1
=1 " o ntl
+o0 +oo 41
t" t
—m(1-t)= —
i n a—on+ 1
55.5 O Pour tout t € |—1,1],
1 T +o0 (71)nt2n+1
—— =Y (-1)"*"  Arctant= ) ~————
1422 ,;0( ) rean n;o 2+ 1
1 T m +o0 t2n+1
= t Argtht =
- L 8 Z 2+ 1

n=0

56. Exposants fractionnaires
56.1 O Pour toutt € |—1,1[ et tout « € R, —[81]
Walw—1)---(a —n+1)
1+t)* = t"
0= o
56.2  Pour tout t € |—1,1],
L e,
Vit = [2']?
+oo (_1)n n t2n+1
Argsht =
rgsht n;) g (n)2n+1
1 g
Z 1 /2n tzn
Vi-2 i
) +o00 1 2n t27l+1
Arcs1nt—n§)4—n(n)m.

57. Applications

57.1  Série géométrique
1 +oo +o0 1
® e Le
o) Int B +Z°:° (—1)k-1
Jo 14827 = (2k+1)?
+e sint w1
3 ——dt =
G) ./0 et —1 =n241
1 lnPt =1
4 >2, — — —dt=(-1)F -
@  Vp oo T 4= )n;””“
Lodt & (="
5 Va>o0, / —
©) ‘= Jo 1+t —ina+1
1 tafl +o0 (_1)71
6 Ya>0, dt = —_—
© 0o 1+t n;) n+a
Foo pet 2 nl
7 5 dt = —
@) /0 (1 —te=t)2 =
57.2  Série exponentielle
Tdt =1
® [ 7L
Jo =
1 oo (—)n-1
9) / thdt =y
70 n=1 nt
1 +oo —1)"
10) Vx>0, [ #letdi= Y 1)
Jo = nl(x+n)
57.3 A t v
rctan sy
(11) [ =Y aurie
0 n= O
m(1+1) & (-1t
12) [ (7 2 )
57.4  Suite de [10.47] -

— 2" 2T (n 4 17y)

T o 7T (2n)!
N M=t gt = [ L
VneN, /0 t"e dt >

III.2 Calculs de développements

58.1  Le développement de la fonction exp [52.1] est a peu pres
le seul qui puisse étre facilement déduit de la formule de Taylor-
Lagrange [51.3].

58.2  Dans les exemples qui suivent, on note encore R, et f, le
rayon de convergence et la somme de la série entiere ) a,z".
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Combinaison linéaire

59. 0O Siles deux fonctions f et g sont développables en série entiere
au voisinage de 0, alors la combinaison linéaire A f + g est développable
en série entiere au voisinage de 0.

60.  Pour [t| <1/,

+00 »k _1\k
m(l—t—2)=-Y ZACED

k=1
Substitution
61. Si f est développable en série entiere au voisinage de 0,
alors la fonction
g = [t flat)]

est développable en série entiére au voisinage de 0 quels que
soienta € C* et p € N*.

62. Suite de [58.2] — Les rayons de convergence de ) 1,221 et
Y a3,2°" sont supérieurs a R, et

Py z)+ f(—z
V|Z‘<Ra, Z‘Zanzn:f() Zf( )
n=0
= e f(2)+f(z) + f(P2)
Z azpz” = 3 .
n=0
63. Suite de [58.2] — Si (4, )nen est une suite non nulle et pé-

riodique, de période T, alors R; =1 et —[103]

1 N-1 .
f&) = Lot

Yzl <1,

Intégration et dérivation terme a terme

64. O Sila fonction f est développable en série entiere sur |—r,r],
alors toutes ses dérivées sont développables en série entiere sur |—r, 1|
et leurs développements sont obtenus en dérivant terme a terme.

65. O Si la fonction f est développable en série entiere sur |—r,r|,
alors toutes ses primitives sont développables en série entiere sur |—r,r|
et leurs développements sont obtenus en intégrant terme a terme.

66. Pour |t] <,

— tz k t4k+2

Arctan1 = 72+ZOO(71)
1+2 4 = 4k +2°

67. On peut aussi calculer un développement en série entiére
al’aide d’un théoreme d’intégration terme a terme.
67.1  Pour |x] <1,

+o0 dt B 1 du _+00( 1)n xZn
/1 24+x2  Jo 1+x2u2_n§) 2n+1

67.2  Pour tout n € N, on pose

1
an :/ tan” t dt.
0

Comme ay, ~ /2, alors R; = 1 et

e T dt
D DUy
v |x\ < n;)anx 0 1—xtant
1 7w In2
- T xim(1— ]
1+x2[4+ 5 X x¢n(1—x)

Produit de Cauchy

68. O Si f et g sont développables en série entiere au voisinage de 0,
alors le produit fg est développable en série entiere au voisinage de 0
et les coefficients du développement de fg sont donnés par la formule
du produit de Cauchy [27.1].

Utilisations du théoréme de Fubini

69. Le théoreme de Fubini [5.43] permet lui aussi de calculer
des développements en série entiére.

69.1 La fonction f = [t — exp(exp )] est développable en sé-
rie entiere sur R et

+00 /400 nP\ tpP
p=0 \n=0 ""* p:

69.2  Sia€]-1,1], alors
VteR, sin(a’t) =
ng) (a"6) ;;)(2p+1)!(17a2p+1)

t2p+1.

69.3  Soient f, une fonction développable en série entiere sur
]|—-R,R[ et tyg € |-R,R[. Avec & = R — |fp] > 0, la fonction

g = [t flto+1)]

est développable en série entiére sur |—w, o[ et

too [4o0
o= E[EeC 3

p=0|n=0

pour tout t € |—a, «f.

Entrainement

70. Questions pour réfléchir

1. Les fonctions polynomiales sont développables en série
entiére au voisinage de tout point ty € IR.

2. On suppose que f est développable en série entiere sur
Jto — r,to + r[. Que dire du rayon de convergence de la série en-
tiere Y a,z"?

3. Ondit que f est une fonction entiére lorsqu’il existe une
suite (a,),en telle que

—+00
VteR, f(t)=) ant".
n=0

3.2 Quel est le rayon de convergence de ) a,z" ?
3.b  Exemples de fonctions entiéres ?
4. On suppose que

—+o0 —+o0
Y apt" =) but"
n=0 n=0

pour tout t € R tel que les deux sommes aient un sens. Peut-on
en déduire que a, = b, pour toutn € N?

5.  Suitede [56.1] — Simplifier les développements de /1 + ¢
etdel/v1+t.

6. Quel est le développement en série entiere de Arccos au
voisinage de 0?

7. La fonction Argch est-elle développable en série entiere
au voisinage de 0?

8. Siay, = O(""/u) lorsque n tend vers +oo, alors la somme
de Y aut" est O(e™) lorsque t tend vers +co.

9. On considére une fonction f, développable en série en-
tiere sur |—r, 7| :

—+00
Vtel|-rr[, f()= Zoant”.

9.a Pourtoutt € |—r,7],

—+00 —+00
i =Y, nayt" ! = Y (n+Dayqt",
n=1 n=0
—+oo —+oo
F1(8) = Y nln = Dagt"™2 = Y (n+2)(n + Dap ot
n=2 n=0

et ainsi de suite...
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9.b La fonction F est une primitive de f si, et seulement si,

F(t +Z

n+l V> 1y
— " =F(0) + ) —t
n=1

pour tout t € |—r,r].
10.a Le développement [55.3] peut étre déduit de 1’égalité

Z”; (k+pfl) B (n+p)
=R P
qui est vraie pour tout p € N* et tout n € IN.

10.b Autre méthode pour justifier [55.3] ?

11.  Développement en série entiere de 1/(y — z)» avec p € N*
eta € C*.

12.  Une fonction rationnelle f est développable en série en-
tiere au voisinage de ty € R si, et seulement si, £y n’est pas un
pole de f.

71. On suppose que le rayon de convergence de la série en-
tiere ) a,z" est strictement positif.

71.1 Les sommes
+o00 +0o0
=13 apt? et g(t) = Z(—l)”antz”
n=0 n=0

sont définies sur un méme voisinage |—7,7[ de 0 et la fonction h
définie par

g(v/—1b)
f(VH)

est développable en série entiere au voisinage de 0.

pour —r <t <0

h(t) = pour0 <t <r

71.2  Les sommes
+o00 +0o0
l’) _ Z a”t2n+1 et g(f) _ Z(fl)”antz”ﬂ
n=0 n=0

sont définies sur un méme voisinage |—7,7[ de 0 et la fonction h
définie par

g(\/jt) pour —r <t <0
n(t) = \/ﬁ
f(\/;) pour 0 <t <r

admet un prolongement développable en série entiere (et donc
de classe €**°) au voisinage de 0.

72. Calculer le développement en série entiere au voisinage
de 0 des expressions suivantes.

cos(t +6) (1> — 5t + 4) (2 +t+1)
costcht sint m1++¢2
Arctan n(1+t3) et
t t2 1+t
73. Calculs de sommes
tH1+t)
. o H1tD)
1 vie]-1,1], Zn (e
= nil, 2041 3
2 Vtel-1,1], -1 nt = —
@ veelal L T
®n-1,
3) VteR, ) s =el(t—1)

n=0

et(2 + 4t 4 12)

) ViER, Zwtn: (

74. Suite de [71] — Exprimer les sommes suivantes pour f < 0.
+o0 tn

. (A-Hma-1)
n(n+1) ot

G) Vo<t<l,

M
—
Jr

n=1

2 (—1)"? sint
t>0, =T
©) VE0 Y G T
+oo t2n+1 cht—1
(7) Vi>0, =
= (2n+2)! t
+oo ) tﬂ+1 \/_ \/_
(8) Vi>0, ;o 211! tsin
) Vit>0, = cos V/t
”;0 (2n).
+oo tn 1 + \/_
(10) vo<t<l, —E
ngo 2n+1 2Vt 1—t
75. Etudier les sommes suivantes au voisinage de 'origine.
Too g2n 1 1+t
11 t <1, — — fn—"-
an  vo<l< ng)znﬂ 2 1
P -1 1-# 1—t
12 t 1, = — —
1z vo<it< n;zmtl 2 T Mg
Iv
Applications
IV.1 Existence d’'un prolongement ¢
76. Si une fonction f est de classe ¢* sur R* et s'il existe un

réel @ > 0 et une suite (a,),¢cN tels que
—+o0

t)=Y ant",
n=0

alors on définit un prolongement de classe 4 sur R de f en
posant f(0) = ag.

77. Les expressions suivantes admettent un prolongement
de classe > au voisinage de 0.

Vo<t <a,

m(l+t) 1—cost sint et —1 sint
t £2 t t et —1
78. La fonction f définie par
1—cost
H=——"
f *) sin t

admet un prolongement de classe ¢ sur |-, 7].

IV.2 Résolution d’équations différentielles

79. Méthode
On considere une équation différentielle (E) définie sur un in-
tervalle ouvert I. Pour trouver les solutions de (E) qui sont dé-
veloppables en série entiere au voisinage de fy € I, on procede
par analyse et synthese.
79.1  Analyse

1.  On suppose que le rayon de convergence de la série en-
tiere ) a,z" est strictement positif et que la somme

—+o0
S(1) = Y au(t —to)"

n=0

est une solution de 1'équation différentielle (E);
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2. On déduit des développements de S, S’, S”... [41.2] et de
’équation différentielle (E) des relations de récurrence entre les
coefficients a,, [42].

79.2  Synthese

1. On s’assure qu'il existe des suites (a,),en qui vérifient
les relations trouvées ;

2. On déduit de ces relations de récurrence (ou des coef-
ficients 4, eux-mémes, s’il est possible de les expliciter) que le
rayon de convergence de la série entiére ) a,z" est strictement
positif ;

3. Lorsque c’est possible, on explicite les coefficients a, en
tenant compte d’une éventuelle condition initiale.

Equations du premier ordre

80. Soit z € C. Les solutions de I"équation différentielle
X (t) —zx(t) =0

sont développables en série entiere sur R.
La solution associée a la condition initiale x(0) = 1 est la fonc-

tion [t — exp(tz)]. —[52.1]
81. Soit & € R. L’équation différentielle

(14+8)x'(t) —ax(t) =0
admet une, et une seule, solution sur I = ]—1,1] avec la condi-
tion initiale x(0) = 1.
Cette solution est développable en série entiere sur I.  —[56.1]

Elle est polynomiale si, et seulement si, « € N.

Equations du second ordre

82. Equations a coefficients constants
Relier I'équation différentielle

VteR, ax’(t)+bx'(t) +cx(t) =0

a la relation de récurrence linéaire d’ordre deux

VneN, auyyp~+buyq+cuy =0

en cherchant les solutions développables en série entiere de
I’équation différentielle. Examiner en particulier le cas ot1 I"équa-
tion caractéristique admet une racine double.

83. Changements d’inconnue [74]

L’allure des solutions développables en série entiére d'une équa-
tion différentielle suggere un changement d’inconnue qui per-
met parfois de résoudre completement 1’'équation en se rame-
nant a une équation différentielle a coefficients constants.

83.1  Soit ¢ = £1. Les solutions développables en série entiere
au voisinage de 0 de I'équation

1) tx'" () + 2% (t) +etx(t) =0

sont proportionnelles a
+Zoo (_E)n th_
= (2n+1)!

La fonction x est solution de (1) sur ]0, +-oo[ si, et seulement si,
la fonction y définie par y(t) = tx(t) est solution de I'équation
y"(t) + ey(t) = 0 sur |0, +ool.

83.2  Les solutions développables en série entiére au voisinage
de 0 de
2) 42x" () — 26X (t) + (t+2)x(t) = 0

sont proportionnelles a

= +1
; 2n+1 '

La fonction x est solution de (2) sur |0, +o0][ si, et seulement
si, la fonction y définie par x(t) = v/t-y(\/t) est solution de
I'équation y”/ (1) + y(u) = 0 sur |0, +oo].

83.3  Les solutions développables en série entiére au voisinage
de 0 de
(3) atx" (t) 4+ 2% (t) + x(t) =0

sont proportionnelles a

La fonction x est solution de (3) sur |0, +oo[ si, et seulement si,
la fonction y définie par x(t) = y(+/) est solution de 1’équation
y"(u) + y(u) = 0 sur |0, 4o0].

84.  Equation de Bessel
On considere 1'équation différentielle suivante :

x"(t) + ' (t) + tx(t) = 0.

84.1  Toute solution de cette équation développable en série
entiere au voisinage de 0 est proportionnelle a

+Zoo (71)71 th
— 4 (n)?
84.2

Suite de [10.28.7] — La fonction Jy définie par

1 7
VteR, Jo(t)=— / cos(tsinx) dx

T Jo
est une solution de 1’équation de Bessel qui est développable en

série entiere sur R. On retrouve ainsi les valeurs des intégrales
de Wallis d’indice pair. —[4.93]

85. Equation d’Hermite
On considere 1'équation différentielle suivante

X () —2tx' (t) + 2vx(t) = 0

ouv e N.
Toute solution développable en série entiere au voisinage de 0
est une combinaison linéaire de la fonction paire x; définie par

T o (— —v)(4d—v)---(2n—2—-v) 5,
=1+ Z o)1 t
et de la fonction impaire x, définie par
_ t++z°° 21 ( 1—1/)(3—1/)-~-(2n—1—v)t2n+1.

(2n+1)!

Comme v € N, I'une de ces deux fonctions est polynomiale et le
rayon de convergence de l'autre est infini.

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

Dans les questions qui suivent, on convient de noter R, et Ry, les
rayons de convergence respectifs des séries entieres y_a,z" et ) b,z".
86. Exemples et contre-exemples

1. Trouver des coefficients (a,),en tels que R, = 1 et que
la série numérique ) a,z"

1.a converge seulement sur le disque unité ouvert;

1.b converge sur le disque unité fermé;

1.c converge en certains points du disque unité fermé mais
pas sur tout le disque unité fermé.

2. Exemples de séries entiéres dont le rayon de convergence
est nul.
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3. Exemples de séries entieres dont le rayon de convergence
est infini.

4.  Exemples de séries entieres dont le rayon de convergence
est un réel strictement positif différent de 1.

5. Exemples de séries entieres dont la somme est de classe
€ sur [—Rg, Ry

6. Exemple de deux séries entieres ) a,z" et ) b,z" telles
que R; = Ry, avec a,, = o(by).

7. Exemples ol le rayon de convergence de la série entiere
Y.(an + bp)z" est:

7.a strictement supérieur 8 min{R,, Ry }.

7b égala R; = Ry.

8.  Suitede [38.2] - Exemple de série entiere qui ne converge
pas normalement sur le disque ouvert de convergence.

9. Exemple de série entiere dont la somme est continue sur
[0, R] sans que la série converge normalement sur [0, R].

10. Exemple de fonction de classe ¥ sur un voisinage de 0

qui n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0.

87. Méthodes

1. Comment calculer le rayon de convergence d’une série
entiere ?

2. Comment prouver que la somme de ) a,t"

2.a  est continue sur [0, R,]?

2b tend vers l'infini au voisinage de R, ?

3. Pourquoi est-il essentiel de vérifier que le rayon de
convergence est strictement positif lorsqu’on cherche une solu-
tion développable en série entiere d'une équation différentielle?

88. Questions pour réfléchir

1.  Peut-on comparer le rayon de convergence de ) ap,z" a
celui de " a,z"?

2. Pour les exemples de référence oii le développement en
série entiere est donné sur le disque unité ouvert ou sur l'inter-
valle ouvert |—1,1[, étudier la convergence en +1.

3.  Comment déduire les développements de référence des
trois développements fondamentaux [54.1], [55.1] et [56.1] ?

4.  Suite de [83] -

4.a Résoudre les équations (1), (2) et (3) sur |—o0,0].

4b  Les solutions de classe ¢! sur R de ces équations sont
en fait les solutions développables en série entiére au voisinage
de 0.

89. Encore des calculs de somme
+o0 tl’l+1 ¢
1 — =t (1-—t 1—t
M Y gy~ - nmi-
+0oo 2t7l+1 t
@) P +1+( —)en(l—t)
+0o0 ntl’l+1 t
@) P
“+o00 tl’l+2 t t2 1 t2
@  Lamrgoitat(z-3)me-n
= oatt (1 -t) 1
© ,;o n+1 ot 1—t
© *Z";" o1, 14 Vit
=2n+1 2/t 1—+/t
W @n+1)2" (1 t?) 2
7 —
@ ; n+1 t2 1—12
+o0 tn
) +Zo;o(zwrl)t" -t
= T (1-1)2
+oco tZ
(10) Y . L
L = ey

+oo " t
(11) nt" =
”;0 (1—1)2
*Z":" ( " 212
(12) nn—1)t" =
= (1—1)3
H1+1)
13 2 =
(13) Lot =
1 Y an-nm-2 =
14 nn—1)(n—-2)t" =
= (1—t)*
= (1 + 4t + )
(15) T L Sl i
n;o (1—¢t)*
+o0 nztl’l
(16) Y, - =t
n=0 :
™ 2n 4 1)
(17) )3 ( Y ) _ (1429)
n=0 :
too p2n+l efz 1
1 f—
(18) Vg) (2n +2)n! 2t
too 2n+1 efz 1
19 — =
(19) LT
Too g sht—t
2 —
20) n;l (2n+1)! t
P T sht
21 i N
@) Z S
£ (20 + 1) : 1—e
22 = 2¢!
( ) r;) 7’1 + 1 e + t2
+oo t3n ef 2 \/gt
2 —— “ —t/2 Vb
@3) EO Gn)l 3 3% T8
+oo n+1 0 1—
o0 e,
= (n+1) ¢ u
+oo " tolt 1
2 = d
(25) EO n-n! ,/o u "
+oo t2n+1 t 2
26) ,1;()7(2”“)”! :/0 e du
pa t te —1—u
27 - = .
27) ,Ezm_mm t/o " du
Approfondissement
90. Suite de [23] — On suppose que (by,),eN est une suite stric-
ppose q

tement positive et que la série }_b, R} est divergente.

1. Siay = o(by), alors f(t) = o(g(t)) au voisinage de R,

2. Siay ~ by, alors f(t) ~ g(t) au voisinage de Ry,
91. Prolongement analytique
Soient f et g, deux fonctions définies sur |—r,r[. On suppose
que f et ¢ sont développables en série entiére respectivement sur
|—r1,r1[ et ]—rp,mp[ avec 0 < 11 < 1y < 1 et qu’elles coincident
sur un voisinage de 0.
Alors les fonctions f et g coincident sur |—rq, 71 [ mais pas néces-
sairement sur |—7p,72].
92. Si f = Arctan, alors pour tout x € R et toutn € N,

. ~1)"n! 1 1
flrsi) = & 2)1' ((x—i)n+1 N (x+i)n+1)'

On peut ainsi retrouver la série de Taylor de Arctan et comme

VxeR, |[f01)(

x)| < n!

on peut déduire de [51.3] que la fonction Arctan est développable
en série entiere sur |—1,1].
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93. On considére une série entiere ) a,z" dont le rayon de
convergence est infini et on note S, sa somme :

Vze(C,

—+00
(z) = ) anz".
n=0

93.1  La connaissance de la somme S permet de retrouver les
coefficients a;, :

1

N/ 7 = A
Vne Vr>0, ay 2o

27 . .
/ S(re')e= "t dt.
0
93.2  Silasomme S est bornée sur C, alors elle est constante.
93.3  La fonction cos est bornée sur R, développable en série
entiere sur C mais n’est pas constante.

94. Utilisation des intégrales de Wallis [4.93]

94.1  La fonction Arcsin est développable en série entiére sur
le segment [—1,1] et
+00 2

; Zk 1) / Arcsin(sint) dt = %
et 7(2) = /. —[4.97]
942  Pour |x| <1,

o/ 1 in2
/ TSIl 4y (VT 1).
0 sin“ ¢
95. Soit p, € N. La fonction f définie par
o 4
s =3 (")
n=0 p
est une solution de I'équation différentielle
(1 =0x'(t) = (p+1)x(t).
sur l'intervalle |—1,1]. —[81]
96. On considere la suite (a,),en définie par la donnée de
ag = 1 et la relation :
n
VneN, Ayl = Z [
k=0

et on note S, la somme de la série entiére Y a,t".
1. Sur l'intervalle ouvert de convergence [41], on a

tS2(t) = S(t) —
et on en déduit que
1—+1—4t

2. Lerayon de convergence est égal a 1/4 et

1 2n
n+1\n)

VneN,

ay =

97.

/ Imtin(l—t)dt = Z

+oo 1 7.[2

1
t”+1 Intdt

[9.62.4]

98. La fonction f définie par

VteR, f(x)=

t
42 2
ef/esds
JO

est développable en série entiere sur IR et est une solution de
I’équation différentielle
VteR,  x(t)+2x(t) =1

On en déduit que
2n\ & (-DF m\ 4"
vnel, (n)22k+1(k)_2n+1'

99. Développement de tan

On considére une fonction f de classe ¥ sur |—A, A[. On note
Y a,t", la série de Taylor de f au point 0 et on suppose que f est
une solution de 1’équation différentielle non linéaire

(%) Vie]-AA[, x(t) =14x(t).

1. Pour tout entier n > 1 et tout x € |—A, A,

D) () = 37 () 0 () 1)
Fre) = (})r0eor )
et en particulier

1 n
1 kgollkan,k.

Ap+1 =

2. Onsuppose que f(0) =0

2.a La fonction f () est positive sur [0, A[ pour tout n € N.

3. La série entiere ) a,x" converge pour tout x € |—A, A[
(d’apres la formule de Taylor avec expression intégrale du reste)
et sa somme g est une solution de 1'équation différentielle (x).

4. La fonction tan est développable en série entiére sur 1'in-
tervalle | —7/2, 7/a[.

100.  Quelles sont les solutions de 1’équation différentielle

X" (t) 4 2tx () +2x(t) =0

qui sont développables en série entiére au voisinage de 0? Sim-
plifier I’expression des solutions paires.

101. La fonction f définie par

Arcsin t
V1-+t2

est une solution développable en série entiere de I"équation dif-
férentielle

viel-11[, f(t)=

Vie]|-1,1], (1-2)x'(t) —tx(t) =1
donc
+o0 4n
vie]-L1[, f(t)=1) g2+l

a0 (2n+1)(%)

Arccost

Vi —[56.1]

On en déduit le développement de



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES

Pour aller plus loin

102.  Questions pour réfléchir
1. Suite de [38.2] — La série entiére ) a,z" converge norma-
lement sur tout compact K du disque ouvert de convergence ().
2. Soit f, une fonction rationnelle admettant 0 pour pole de
multiplicité p € IN*. La fonction f est développable en série de
Laurent :

o o T
fiy="L+ -+ =L+ Y apt"

tp t =0
pour tout ¢ voisin de 0. Comment calculer coefficients &), ..., a1,
ag, i, -, an...7?

3. Suite de [84] — Le wronskien de 1'équation de Bessel

n’étant pas borné au voisinage de 0, toute solution sur R de
I’équation de Bessel est proportionnelle a Jo.

103.  Caractérisation des fonctions rationnelles [63]
On considere la somme S de la série entiere ) a,z".

1. Que dire de S si la suite (a,),en est une suite géomé-
trique? Et si la suite (a,),en Vvérifie une relation de récurrence
linéaire d’ordre deux ?

2. Quel que soit la fonction polynomiale P, le produit PS
est développable en série entiére au voisinage de 0. Exprimer les
coefficients du développement en série entiere de PS en fonction
des coefficients de P et des a;,.

3. La fonction S est une fonction rationnelle dont le déno-
minateur est de degré d si, et seulement si, les coefficients a;
vérifient, a partir d'un certain rang, une relation de récurrence
linéaire d’ordre d.

104. Soita € R.
1. La fonction f définie par
Vie]-1,1[, f(t) = cos(aArcsint)

est 'unique solution paire et nulle en t = 0 de 'équation diffé-
rentielle

(%) (1-

On peut remarquer que y(u) = f(sinu) est solution de 1'équa-
tion y”" + a?y = 0. —[83]
2. Silasomme de ) a," est une solution de (*), alors

2)x" (t) — tx' (t) + a®x(t) = 0.

nm—2—a)(n—2+4a)

Vn=2 a,= n(n—1)

ay_n.

3. Lafonction f est développable en série entiere sur |—1,1[
et polynomiale si, et seulement si, « est un entier pair.

105. Transformée de Laplace [10.38]
Soit f, la somme de la série entiére }_a,t". On suppose que le
rayon de convergence de la série entiere ) n!a,z" est strictement
positif.

1. Le rayon de convergence de ) a,t" est infini.

2. Il existe pg > 0 tel que

—+oo

Vp>po, L(f)(p)=)

n=0

nlay,
pn+1'

3. La fonction L(f) est de classe € et

% (n la,
LOI0() = (-1t 3 L

n=0

VkeN*, ¥p>po,

4. De plus, pour tout k € N¥,

2 (n4k)la
Yp>po, LN = Z( pn)+1n+k'
0

n=

5. Si la fonction f est une solution sur Ry de I'équation
différentielle y” +y = 0, alors
VneN, (n+2)!a, o = nlay

donc les deux suites ((21)!a2,),, o €t (21 +1)!az,11) o SONt
constantes. Commenter.

106. Noyau de Poisson
106.1 Soient —7 <t < et |x] < 1.
1— xcost oo

1 — = x" cos nt
@ 1—2xcost+ x2 ”;0 cos

sint e
2 SR —— " Lsinnt
@ 1—2xcost+ x2 ,El

1—x2 =
3 — ~ =1+2) x"cosnt
®) 1—2xcost+ x2 ,El
106.2  On pose

1 t
K(x,t) = Arctan(% tan §>'

Calculer les dérivées partielles de K par rapport a x et a t et en
déduire que
T«
K(x,t) = = — sinnt
(x,1) 5 + Z o sinn
n=1
pour tout (x,t) € |-1,1[ x |-, 1[.
107.  Permutations et dérangements
Pour n € N* et 0 < p < n, on note N(n,p), le nombre de
permutations ¢ € &, qui ont exactement p points fixes et
D(n) = N(n,0), le nombre de dérangements, c’est-a-dire de per-
mutations sans point fixe. On convient de D(0) = 1.
1.

vo<p<n N(np) = (Z)D(n—p).

2.
—+o0
Vxe]-1,1], exZD(n)x”: L
— n! 1—x
n=0
3. L
& (—1
Yo<p<n, N(n,p):n—'z( ')
pli= K
4 .
VpeN,  lim NOvP) _ e
n—+oo  nl p!
108. Composition des fonctions analytiques

On suppose que f est développable en série entiere au voisinage
de 0.

108.1 Si f(0) # 0, alors la fonction g = [t — 1/ f(t)] est définie
sur un voisinage de 0. Est-elle développable en série entiere au
voisinage de 07

108.2 Si g est développable en série entiere au voisinage de
to = f(0), alors la composée g o f est définie au voisinage de 0.
Est-elle développable en série entiére au voisinage de 07



