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Calcul différentiel

1. Le point de vue affine
On considère ici des fonctions définies sur un espace vectoriel
normé E de dimension finie (ou sur une partie de E), à valeurs
dans un espace vectoriel normé F de dimension finie lui aussi.
Une fonction f : E → F est dite numérique lorsque son espace
d’arrivée F est égal à R.
Nous utiliserons la structure affine de ces deux espaces vecto-
riels, c’est-à-dire que leurs éléments seront considérés comme
des points. Les vecteurs, qui servent alors à passer d’un point à
un autre par une translation, seront notés en lettres grasses.

Éléments de topologie

2. La topologie est une partie de la géométrie qui néglige
les formes (cercles, triangles, carrés. . .) et considère seulement
les relations de position : la notion centrale de voisinage sert à
définir la convergence des suites et la continuité des fonctions.
La topologie d’un espace vectoriel de dimension finie E est défi-
nie par une norme.
2.1 On dit que la famille (un)n∈N de vecteurs de E est une
suite convergente lorsqu’il existe un vecteur ℓ ∈ E, dit limite,
tel que la suite réelle (‖un − ℓ‖)n∈N tende vers 0.
2.2 Voisinage d’un point
Une partie V de E est un voisinage du point M0 si, et seulement
si, elle contient tous les points de la forme

M = M0 + h

où la norme du vecteur h est assez proche de 0, c’est-à-dire

∃ r > 0, ∀ ‖h‖ 6 r, M0 + h ∈ V.

2.3 La fonction f est continue en M0 lorsque l’expression
réelle ‖ f (M0 + h)− f (M0)‖ tend vers 0 lorsque le réel ‖h‖ tend
vers 0.
3. Ouvert
Une partie U de E est un ouvert si, et seulement si, c’est un
voisinage de chacun de ses points : pour tout point M0 ∈ U, il
existe r > 0 tel que

∀ h ∈ E, ‖h‖ 6 r =⇒ (M0 + h) ∈ U.

Lorsqu’une fonction f est définie sur un ouvert, on peut étu-
dier localement cette fonction autour de chaque point de son
ensemble de définition.
4. Équivalence des normes
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes : si une propriété topologique (la convergence
d’une suite, la continuité d’une fonction, le fait qu’une partie soit
ouverte. . .) est établie pour une norme particulière, alors elle est
vraie pour toutes les normes.
4.1 Dans R2, la distance euclidienne de

M = (x0 + hx , y0 + hy) à M0 = (x0, y0)

est égale à

r =
√

h2x + h2y

et la fonction f : R2 → R est continue au point M0 si, et seule-
ment si, f (M) tend vers f (M0) lorsque r tend vers 0.
4.2 La norme produit du vecteur x = (x1, . . . , xp) ∈ R2 est
définie par

‖x‖∞ = max
16k6p

|xk|.

1. La partie U ⊂ Rp est un ouvert si, et seulement si, pour
chaque point

M0 = (x01, . . . , x
0
p) ∈ U,

il existe α > 0 tel que

[x01 − α, x01 + α]× · · · × [x0p − α, x0p + α] ⊂ U.

2. Une suite (un)n∈N de vecteurs de Rp converge vers le
vecteur ℓ ∈ Rp si, et seulement si, il y a convergence coordonnée
par coordonnée :

un −−−−→
n→+∞

ℓ ⇐⇒ ∀ 1 6 k 6 p, ukn −−−−→
n→+∞

ℓ
k.

3. Une fonction f à valeurs dans Rp :

f =
[

x 7→ f (x) =
(

f1(x), . . . , fp(x)
)]

est continue au point x0 si, et seulement si, chacune de ses com-
posantes est continue au point x0 :

f (x) −−−→
x→x0

f (x0) ⇐⇒ ∀ 1 6 k 6 p, fk(x) −−−→x→x0
fk(x0).

5. Ordres de grandeur au voisinage de M0
Pour tout α > 0, on note

f (M0 + h) = O(‖h‖α) ou f (M0 + h) = O(‖h‖α)

pour signifier respectivement que le rapport
∥

∥ f (M0 + h)
∥

∥

F

‖h‖α
E

tend vers 0 ou reste borné lorsque le vecteur déplacement h tend
vers 0E.
Pour α = 1, on allège les notations en écrivant O(h) et O(h) au
lieu de O(‖h‖) et O(‖h‖) respectivement.
6. Applications linéaires
Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, toute ap-
plication linéaire définie sur E est continue, quelle que soit la
norme sur E, quel que soit l’espace vectoriel d’arrivée F.
6.1 Pour toute application linéaire ϕ ∈ L(E, F), il existe un
réel K > 0 tel que

∀ x ∈ E, ‖ϕ(x)‖F 6 K‖x‖E.

En particulier,

ϕ(h) = O(h) et ϕ
(

O(h)
)

= O(h)

lorsque h tend vers 0E.
6.2 Si ϕ(h) = O(h) au voisinage de 0E, alors ϕ est l’applica-
tion nulle.
7. Applications bilinéaires
Soit ψ : E1 × E2 → F, une application bilinéaire, où E1 et E2
sont deux espaces vectoriels de dimension finie.
7.1 Quel que soit x2 ∈ E2, l’application

Φ(x2) = [x1 7→ ψ(x1, x2)]

est une application linéaire de E1 dans F et l’application Φ est
linéaire de E2 dans L(E1, F).
7.2 Il existe une constante K > 0 telle que

∀ x1 ∈ E1, ∀ x2 ∈ E2,
∥

∥ψ(x1, x2)
∥

∥ 6 K‖x1‖ ‖x2‖.
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I

Fonctions différentiables

8. Contrairement à R, un espace vectoriel E de dimension
supérieure à 2 n’est pas naturellement ordonné. Par conséquent,
l’étude des variations d’une fonction f définie sur E n’a pas de
sens.
On se borne donc dans un premier temps à comparer localement
une telle fonction f aux fonctions les plus simples qui soient,
c’est-à-dire aux fonctions affines. Les fonctions dites différen-
tiables sont les fonctions pour lesquelles cette comparaison est
possible.

I.1 Application linéaire tangente

9. Différentiabilité en un point
9.1 Si I ⊂ R est un intervalle et si f : I → E est dérivable
en t0 ∈ I, alors il existe une application linéaire ϕ : R→ E telle
que f (t0 + h) = f (t0) + ϕ(h) + O(h) lorsque h tend vers 0.
9.2 ✍ La fonction f : U → F est différentiable en M0 ∈ U lors-
qu’il existe ϕ ∈ L(E, F) telle que

f (M0 + h) = f (M0) + ϕ(h) + O(h)

lorsque h tend vers 0.
9.3 Il existe au plus une application linéaire ϕ ∈ L(E, F) telle
que f (M0 + h) = f (M0) + ϕ(h) + O(h).
9.4 ✍ Si f est différentiable au point M0 ∈ U, l’unique application
ϕ ∈ L(E, F) telle que f (M0 + h) = f (M0) + ϕ(h) + O(h) pour h
voisin de 0 est appelée différentielle de f en M0, ou application
linéaire tangente à f en M0, et notée d f (M0).
9.5 ➙ Si l’application f est différentiable en M0, alors elle admet un
développement limité à l’ordre 1 :

f (M0 + h) = f (M0) + d f (M0)(h) + O(h)

pour h voisin de 0.
10. L’image d’une droite par une application affine est elle
aussi une droite. Une application f : R2 → R

2 qui n’est pas
affine transforme en général une droite en une courbe.

A3

A2

A1

f (A3)

f (A2)

f (A1)

f7−→

10.1 Étant donnés deux vecteurs u et v, on peut définir deux
points B et C en posant

B = A+ u et C = A+ v.

Le développement limité [9.5] de f nous assure alors que

B′ = f (A) + d f (A)(u) ≈ f (B)

et que
C′ = f (A) + d f (A)(v) ≈ f (C)

pourvu que les normes de u et v soient assez petites pour que
les points B et C soient assez proches de A.

A1 B1

C1

u

v

f (C1)

f (A1)

f (B1)

f (A1)

B′
1

C′
1

A2 B2

C2

u

v

f (C2)

f (A2)

f (B2)

f (A2)

B′
2

C′
2

A3 B3

C3

u

v

f (C3)

f (A3)

f (B3)

f (A3)

B′
3

C′
3

10.2 On voit sur ces figures que la déformation d’un petit
voisinage de A par une application différentiable f est assez
proche de la déformation de ce voisinage par l’application li-
néaire d f (A), conformément à [9.5].
10.3 On voit aussi que l’image de la base (u, v) par les dif-
férentes applications linéaires tangentes n’est pas toujours la
même : en général, l’application linéaire tangente d f (A) varie
en fonction du point A. →[15]
11. Exemples
11.1 Si U est un intervalle ouvert de E = R, alors la fonction f
est différentiable en M0 ∈ U si, et seulement si, elle est dérivable
en M0 et

f ′(M0) = d f (M0)(1).
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11.2 L’application f =
[

M 7→ tr(M2)
]

est différentiable en
tout point M0 ∈Mn(R) et

∀ H ∈Mn(R), d f (M0)(H) = 2 tr(M0H).

12. Différentiabilité et continuité
12.1 Si f est différentiable en M0, alors

f (M0 + h)− f (M0) = O(h).

12.2 ➙ Si f est différentiable en M0, alors f est continue en M0.

I.2 Différentielle

13. Différentiabilité globale
13.1 ✍ La fonction f : U → F est différentiable (sur U) lorsqu’elle
est différentiable en tout point M0 ∈ U.
13.2 ✍ Si f : U → F est différentiable, la différentielle de f est la
fonction

d f : U → L(E, F)

qui, à tout point M0 de l’ouvert U, associe l’application linéaire tan-
gente d f (M0) : E→ F.

Exemples fondamentaux

14. ➙ Si f : U → F est constante, alors f est différentiable sur U et
en tout point de U, l’application linéaire tangente à f est l’application
nulle :

∀ M0 ∈ U, d f (M0) = ω = [x 7→ 0F ] .

15. ➙ Toute application linéaire f ∈ L(E, F) est différentiable sur E
et en tout point de E, l’application linéaire tangente à f est égale à f :

∀ M0 ∈ E, d f (M0) = f .

16. ➙ Une application bilinéaire f : V1 × V2 → F est différentiable
sur E = V1 ×V2 et

d f (M0) =
[

(h1, h2) 7→ f (h1,M2
0) + f (M1

0, h
2)
]

pour tout M0 = (M1
0,M

2
0) ∈ E.

Opérations sur les fonctions différentiables

17. ➙ Une combinaison linéaire de fonctions différentiables en M0
est différentiable en M0 et

d(λ f + g)(M0) = λ d( f )(M0) + dg(M0).

18. ➙ Si f est différentiable en M0 et si g : F→ G est linéaire, alors
g ◦ f est différentiable en M0 et

d(g ◦ f )(M0) = g ◦
[

d f (M0)
]

.

19. ➙ Une fonction à valeurs dans un espace produit

f =
[

M 7→
(

f1(M), . . . , fn(M)
)]

: U → F = F1 × · · · × Fn

est différentiable en M0 si, et seulement si, toutes ses composantes fk
sont différentiables en M0 et

d f (M0)(h) =
(

d f1(M0)(h), . . . , d fn(M0)(h)
)

.

20. ➙ Si f : U → F est différentiable en M0 ∈ U, si g : V → G
est différentiable en P0 = f (M0) ∈ V et si f∗(U) ⊂ V, alors (g ◦ f )
est différentiable en M0 et

d(g ◦ f )(M0) = dg(P0) ◦ d f (M0).

21. ➙ Si f et g sont deux applications différentiables en M0 ∈ U à
valeurs dans R, alors le produit f g est différentiable en M0 et

d( f g)(M0) = g(M0) · d f (M0) + f (M0) · dg(M0).

I.3 Dérivée selon un vecteur

22. Pour étudier une fonction de plusieurs variables au voi-
sinage d’un point M0, il peut être utile de se ramener à l’étude
de fonctions d’une seule variable réelle au voisinage de 0.
22.1 Soit M0 ∈ U. Pour tout v ∈ E, l’application

ϕv = [t 7→ f (M0 + t · v)]

est définie sur un voisinage de 0 et si f est différentiable en M0,
alors

f (M0 + t · v) = f (M0) + t · d f (M0)(v) + O(t).

M0

U

v

22.2 ✍ L’application f admet une dérivée selon le vecteur v ∈ E au
point M0 ∈ U lorsque l’application

ϕv = [t 7→ f (M0 + t · v)]

est dérivable en t = 0. On note alors

Dv f (M0) = (ϕv)
′(0)

la dérivée de f selon v au point M0.
22.3 Si v = 0E, alors Dv f (M0) = 0F .
22.4

∀ α ∈ R, Dα·v f (M0) = α ·Dv f (M0).

22.5 ➙ Si f est différentiable en M0, alors f admet une dérivée au
point M0 selon tout vecteur v ∈ E et

Dv f (M0) = d f (M0)(v).

23. Exemples
23.1 La fonction définie par f (0, 0) = 0 et par

∀ (x, y) 6= (0, 0), f (x, y) =
xy3

√

x4 + y4

admet une dérivée en M0 = (0, 0) selon tout vecteur v ∈ R2.
23.2 La fonction définie par f (0, 0) = 0 et par

∀ (x, y) 6= (0, 0), f (x, y) =
x2y

x4 + y2

admet une dérivée en M0 = (0, 0) selon tout vecteur v ∈ R2.
23.3 L’application définie par f (0, 0) = 0 et par

∀ (x, y) 6= (0, 0), f (x, y) =
xy

|x|+ |y|

admet une dérivée en M0 selon les vecteurs e1 et e2 de la base
canonique.
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I.4 Dérivées partielles

24. ✍ Soit B = (e1, . . . , ep), une base de E.
Si, pour tout 1 6 j 6 p, une fonction f : U → F admet une dérivée
selon ej au point M0, on dit qu’elle admet des dérivées partielles de
f relatives à la base B.
Les dérivées partielles de f sont notées ∂1 f , . . ., ∂p f et définies par

∂j f (M0) = Dej f (M0).

25. Caractérisation des fonctions différentiables
Soit B = (e1, . . . , ep), une base de E. On notera

h = h1 · e1 + · · ·+ hp · ep,
la décomposition de tout vecteur h ∈ E dans cette base.
25.1 Si f est différentiable au point M0, alors elle admet des
dérivées partielles relatives à la base B au point M0 et

Dh f (M0) =
p

∑
j=1

hj · ∂j f (M0).

Par suite, pour h voisin de 0E,

f (M0 + h) = f (M0) +
p

∑
j=1

hj · ∂j f (M0) + O(h).

25.2 Si les dérivées partielles de f sont définies au point M0
et si

f (M0 + h)− f (M0)−
p

∑
j=1

hj∂j f (M0) = O(h)

lorsque h est voisin de 0E, alors f est différentiable en M0.
26. Exemples
26.1 Suite de [23.1] – La fonction f est différentiable au point
M0 et l’application linéaire tangente d f (M0) est l’application
nulle.
26.2 Suite de [23.2] – La fonction f n’est pas différentiable au
point (0, 0).
26.3 Suite de [23.3] – L’application f n’est pas différentiable en
M0 = (0, 0). Elle est différentiable en M1 = (1, 0) avec

f (M1 + h) = ( e2 | h ) + O(h)

pour h voisin de 0.
26.4 L’application [u 7→ ‖u‖∞] de R2 dans R n’est pas diffé-
rentiable en M0 = (0, 0).
27. Dérivées partielles secondes
Les dérivées partielles secondes sont les dérivées partielles des
dérivées partielles (si elles existent). On utilise la notation habi-
tuelle pour la composition des applications. Ainsi, ∂i∂j f désigne
la i-ème dérivée partielle de la dérivée partielle ∂j f .

Matrice jacobienne

28. Soit f : U → F, une fonction différentiable. On choisit
deux bases B = (e1, . . . , ep) et C = (ε1, . . . , εn) des espaces E et
F respectivement.
28.1 ✍ La matrice jacobienne (relative aux bases B et C ) au
point M0 ∈ U de l’application différentiable f : U → F est défi-
nie par

Jac( f )(M0) = MatB,C
(

d f (M0)
)

.

28.2 Lecture en colonnes
La j-ème colonne de Jac( f )(M0) est la matrice relative à la base
C de la j-ème dérivée partielle ∂j f (M0) ∈ F relative à B.
28.3 Lecture en lignes
Les composantes de f relatives à la base C sont les applications
f 1, . . ., f n de U dans R définies par

∀ M ∈ U, f (M) =
n

∑
i=1

f i(M) · ε i.

Comme f : U → F est différentiable, alors f i : U → R est
différentiable et

d( f i)(M0) ∈ L(E,R).

La i-ème ligne de la matrice jacobienne de f est la matrice jaco-
bienne de la i-ème composante de f relative à la base C .
29. ✍ Si E = F et B = C , le jacobien de f en M0 est le déterminant
de l’application linéaire tangente d f (M0).

Gradient

30. Points critiques
L’application linéaire tangente à f : U → R en un point quel-
conque M0 de U est une forme linéaire sur E.
30.1 ✍ Le point M0 ∈ U est un point critique de f lorsque la forme
linéaire tangente d f (M0) est identiquement nulle.
30.2 ➙ Soient U, un ouvert de E et f : U → R, une fonction diffé-
rentiable.
Le point M0 ∈ U est un point critique de f si, et seulement si, quelle
que soit la base B = (e1, . . . , ep) de E, les dérivées partielles de f
relatives à B sont nulles au point M0 :

∀ 1 6 j 6 p, ∂j f (M0) = 0.

31. On suppose que f : U → R est une application diffé-
rentiable et que l’espace E est un espace euclidien.
31.1 Pour tout point M0 ∈ U, il existe un, et un seul, vecteur
a ∈ E tel que

∀ h ∈ E, d f (M0)(h) = ( a | h ) .

31.2 ✍ Le gradient de f au point M0 est le vecteur, noté ∇ f (M0) ou
grad f (M0), de E défini par

∀ h ∈ E, d f (M0)(h) =
(

∇ f (M0)
∣

∣ h
)

.

31.3 ➙ Le point M0 ∈ U est un point critique de f si, et seulement si,
le gradient de f au point M0 est nul : ∇ f (M0) = 0E.
31.4 ➙ Si la base B est une base orthonormée de E, alors les coordon-
nées relatives à B du gradient ∇ f (M0) sont les dérivées partielles de
f relatives à cette base :

∂1 f (M0), . . . , ∂p f (M0).

I.5 Notation de Leibniz

32. Soit f : U → F.
32.1 Ayant choisi une base B = (e1, . . . , ep) de E, on identifie
souvent un point M ∈ U à ses coordonnées relatives à B.

p

∑
j=1

xj · ej ←→ (x1, . . . , xp) ∈ Rp

32.2 De même, ayant choisi une base C = (ε1, . . . , εn) de F,
on identifie la fonction f : U → F à une fonction de U dans Rn.

n

∑
i=1

f i(M) · ε i ←→
(

f 1(M), . . . , f n(M)
)

32.3 Les bases B et C étant fixées, on identifie donc l’applica-
tion f à la famille ( f 1, . . . , f n) de ses composantes vues comme
des fonctions de plusieurs variables

f i(x1, . . . , xp)

définies sur un ouvert de Rp.
32.4 On utilise alors la notation de Leibniz pour écrire les
dérivées partielles de f :

∂j( f
i)(M) =

∂ f i

∂xj
(M).
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Avec cette notation, la dérivée de f en M0 selon le vecteur h
s’écrit →[25.1]

d f (M0)(h) = Dh f (M0) =
p

∑
j=1

hj ·
∂ f

∂xj
(M0).

33. On considère ici une fonction f : U → R définie sur un
ouvert U de R3.
33.1 Si un point de R3 est représenté par (x, y, z), alors les
dérivées partielles ∂1 f , ∂2 f et ∂3 f sont en pratique notées

∂ f

∂x
(x, y, z),

∂ f

∂y
(x, y, z), et

∂ f

∂z
(x, y, z)

ou plus simplement

∂ f

∂x
,

∂ f

∂y
et

∂ f

∂z
ou f ′x, f ′y et f ′z voire fx, fy et fz

s’il n’y a aucun risque d’ambiguïté.
33.2 Les dérivées partielles secondes ∂1∂1 f , ∂2∂1 f ... sont no-
tées

∂2 f

∂x2
,

∂2 f

∂y∂x
. . . ou f ′′x2 , f ′′xy . . . voire fx2 , fxy . . .

Entraînement

34. Questions pour réfléchir
1. Pourquoi ne peut-on étendre les notions de taux d’ac-

croissement et de sens de variation aux fonctions de plusieurs
variables ?

2. Si la fonction f est définie sur un ouvert U de l’espace af-
fine E, alors son application linéaire tangente d f (M0) est définie
sur l’espace vectoriel E tout entier.

3. Pour tout k ∈ N, l’application fk = [M 7→ Mk] est diffé-
rentiable en tout point M0 ∈Mn(R).

4. Si la fonction f : U → F est différentiable, alors elle est
continue.

5. Comment est-il utile de généraliser la notion de fonction
différentiable en dimension infinie ?

6. Si f : I → E est dérivable sur I, alors f est différentiable
sur I et sa différentielle est l’application

[

t0 7→ [x 7→ x · f ′(t0)]
]

.

7. Suite de [14] – Quelle est la différentielle d’une fonction
constante ?

8. Si l’application f : E → F est linéaire, alors sa différen-
tielle d f : E→ L(E, F) est constante.

9. Soit f : U → F, une fonction différentiable.
9.a L’application d f (M0) peut-elle être constante ?
9.b L’application d f peut-elle être égale à f ? peut-elle être

linéaire ?
10. Une application n-linéaire f : Vn → F est différentiable.

Étudier le cas de detB : Vn → R.
11. Soit f : U → R. Quels que soient M0 ∈ U et h ∈ E,

∣

∣ d f (M0)(h)
∣

∣ 6 ‖∇ f (M0)‖ ‖h‖.

12. Exprimer les coordonnées de ∇ f (M0) dans une base
quelconque de E.
35. Soit f : E→ F, une application différentiable telle que

∀ (λ, x) ∈ R× E, f (λ · x) = λ · f (x).

Pour tout x ∈ E,

f (λ · x) = λ · d f (0E)(x) + O(λ)

lorsque le réel λ tend vers 0.

36. Calculer les dérivées partielles et les dérivées partielles
secondes des expressions suivantes.

x2y2(x2 − y4) x cos y− yex ℓn(x2 − y)

x2 − 3xy+ y− 1 y sin xy x sin(y− 3z)

37. Soit f , une fonction de classe C 1 sur R2.
37.1 On pose g(x, y) = f (y, x). Relier les dérivées partielles

∂g

∂x
(x, y)

∂g

∂y
(x, y)

∂g

∂x
(y, x)

∂g

∂y
(y, x)

aux dérivées partielles de f .
37.2 Comparer les dérivées partielles fx et fy

1. lorsque f est symétrique :

∀ (x, y) ∈ U, f (x, y) = f (y, x)

2. lorsque f est antisymétrique :

∀ (x, y) ∈ U, f (x, y) = − f (y, x).

38. Un fabricant de bidons cylindriques de hauteur h = 1 m
et de rayon r0 = 0, 25 cm décide d’augmenter la hauteur et le
rayon de 1 cm. Comparer la variation exacte du volume d’un
bidon à la variation approchée du volume qu’on peut déduire
de [25.1].
39. La longueur x et la hauteur y d’un rectangle sont
connues respectivement à 3% près et à 5% près.

x

y

Comme l’aire A = xy du rectangle vérifie

δA

A
≈ δx

x
+

δy

y
,

elle est connue à 8% près.
40. Observée d’une distance d, une tour est vue sous un
angle α.

d

h

α

Quelle est la hauteur de la tour ? Si α = 30◦ à 0, 5◦ près et si
d = 30 m à 1 cm près, à quelle longueur près la hauteur de la
tour est-elle connue ?
41. Différentiabilité d’une application affine
S’il existe une application linéaire ϕ ∈ L(E, F) telle que

∀ h ∈ E, f (M0 + h) = f (M0) + ϕ(h),

alors f est différentiable sur E et d f (M0) = ϕ pour tout M0 ∈ E.

42. Soit f = det : Mn(R)→ R. Les applications

ϕi,j =
[

t 7→ f (M0 + tEi,j)
]

sont affines et la matrice
(

DEi,j f (M0)
)

16i,j6n

des dérivées partielles de f est égale à la comatrice de M0.
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II

Éléments de géométrie différentielle

II.1 Arcs paramétrés

43. Soit E, un espace vectoriel de dimension finie.
43.1 ✍ Un arc paramétré est un couple (I,γ), où I ⊂ R est un
intervalle et γ, une fonction de I dans E.
Les réels t ∈ I sont appelés paramètres.
43.2 L’image d’un arc paramétré

Γ =
{

γ(t), t ∈ I
}

est une partie de E considérée comme une courbe. Une courbe
qui est contenue dans un plan est dite courbe plane. Une courbe
qui n’est pas plane est dite courbe gauche.

44. Soit (I, f ), un arc paramétré de classe C 1 : la fonction f
est continûment dérivable sur I.
44.1 Pour tout t0 ∈ I,

f (t0 + h) = f (t0) + h · f ′(t0) + O(h)

lorsque h tend vers 0.
44.2 ✍ Le réel t0 ∈ I est un paramètre régulier lorsque le vecteur
f ′(t0) ∈ E n’est pas nul.
44.3 Si t0 est un paramètre régulier, la fonction f est proche
d’une fonction affine au voisinage de t0 et son image Γ est donc
proche de la droite paramétrée par

[

h 7→ f (t0) + h · f ′(t0)
]

au voisinage du point M0 = f (t0).
44.4 ✍ Si t0 ∈ I est un paramètre régulier de l’arc paramétré (I, f ),
la tangente à la courbe Γ au point M0 = f (t0) est la droite issue du
point M0 et dirigée par le vecteur f ′(t0) ∈ E.

44.5 ✍ Si t0 ∈ I est un paramètre régulier d’un arc paramétré plan,
la normale à Γ au point M0 est la perpendiculaire issue de M0 à la
tangente à Γ au point M0.

45. Interprétation cinématique
Un arc paramétré (I, f ) est compris comme le mouvement d’un
point matériel au cours du temps.
45.1 La courbe Γ est alors la trajectoire de ce point et le vec-
teur f ′(t0) est le vecteur vitesse à l’instant t0.
45.2 Si t0 ∈ I n’est pas un paramètre régulier, on dit alors
que f (t0) est un point stationnaire. En un point stationnaire, la
courbe Γ n’a pas nécessairement de tangente. →[46.4]
45.3 S’il existe deux paramètres t1 et t2 tels que

A = f (t1) = f (t2),

la courbe Γ peut avoir deux tangentes distinctes au point A.

v

u1 u2

A

M0

46. Dérivée le long d’un arc
Soit f : U → F, une fonction différentiable sur l’ouvert U et
γ : I → U, une fonction dérivable sur l’intervalle I, à valeurs
dans U.
L’étude de la composée g = f ◦ ϕ décrit le comportement de la
fonction f le long de la courbe paramétrée par γ.
46.1 Soient M0 ∈ U et h ∈ E : comme U est ouvert, il existe
un intervalle I = ]−α, α[ tel que

∀ t ∈ I, γ(t) = M0 + t · h ∈ U

et ( f ◦ γ)′(0) est la dérivée de f en M0 selon le vecteur h.→[22]
46.2 ➙ La composée f ◦ γ : I → F est dérivable et

∀ t0 ∈ I, ( f ◦ γ)′(t0) =
[

d f
(

γ(t0)
)](

γ′(t0)
)

.

46.3 Si le vecteur γ′(t0) ∈ E n’est pas nul, alors il dirige la
tangente au point M0 = γ(t0) à la courbe paramétrée par γ.
Si de plus il n’appartient pas au noyau de l’application linéaire
tangente d f (M0), alors son image

d f (M0)
(

γ′(t0)
)

∈ F

dirige la tangente au point N0 = f (M0) à la courbe paramétrée
par f ◦ γ.

M0

γ
′(t0)

e2

e1 ( f ◦ γ)′(t0)

d f (M0)(e1)

d f (M0)(e2)

f (M0)

46.4 Si γ′(t0) appartient au noyau de d f (M0), il se peut que
la courbe paramétrée par f ◦ γ n’ait pas de tangente au point N0.

M0

γ
′(t0)

f (M0)

II.2 Vecteurs tangents

47. ✍ Soit X, une partie d’un espace vectoriel normé E de dimension
finie. Un vecteur v ∈ E est tangent à X au point M0 ∈ X lorsqu’il
existe un arc paramétré γ défini sur un voisinage I de 0 tel que

∀ t ∈ I, γ(t) ∈ X, γ(0) = M0 et γ′(0) = v.

48. Si le vecteur v est tangent à X au point M0, alors λv est
tangent à X au point M0 pour tout λ ∈ R.
49. Soit f , une fonction différentiable, définie sur un ouvert
Ω ⊂ R2, à valeurs dans R.
Le graphe de f est une partie de E = R3.

Σ =
{(

x, y, f (x, y)
)

, (x, y) ∈ Ω
}

49.1 Le vecteur v = (vx , vy, vz) ∈ E est tangent à Σ au point
M0 de coordonnées (x0, y0, z0) ∈ Σ si, et seulement si,

vz =
∂ f

∂x
(x0, y0) vx +

∂ f

∂y
(x0, y0) vy.
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49.2 ✍ Si f : Ω→ R est une application différentiable sur un ouvert

deR2, alors le plan tangent à la surface Σ = [z = f (x, y)] au point
M0 = (x0, y0, z0) ∈ X est le plan affine d’équation

∂ f

∂x
(x0, y0) (x− x0) +

∂ f

∂y
(x0, y0) (y− y0)− (z− z0) = 0.

49.3 Le plan tangent à Σ = [z = f (x, y)] au point M0 est le
plan qui passe par M0 et qui est normal au gradient de

F = [(x, y, z) 7→ f (x, y)− z] .

La normale à Σ au point M0 est la droite issue de M0 et dirigée
par le gradient ∇F(M0).

II.3 Lignes de niveau

50. ✍ Soient Ω, un ouvert de l’espace euclidien E et f : Ω → R,
une application différentiable.
Les lignes de niveau de f sont les parties de E définies par

[ f (x) = λ]

lorsque λ parcourt R.

51. Ligne de plus grande pente
Soient f : U → R, une fonction différentiable et M0 ∈ U.
51.1 Pour tout h ∈ E,

(

∇ f (M0)
∣

∣ h
)

= Dh f (M0).

51.2 ➙ Si h est unitaire, la dérivée de f en M0 selon h est maximale
si, et seulement si, h est colinéaire à ∇ f (M0).
51.3 Dans la direction du gradient, les lignes de niveau de la
fonction f sont très serrées, donc f varie rapidement.

51.4 D’après [9.5], si le déplacement h est assez petit et or-
thogonal au gradient ∇ f (M0), alors la dérivée de f selon h est
nulle :

f (M0 + h) = f (M0) +
(

∇ f (M0)
∣

∣ h
)

+ O(h) = f (M0) + O(h).

Par conséquent, dans une direction orthogonale au gradient, la
fonction f varie très lentement.
51.5 ➙ Soient X = [ f (x) = λ0], une ligne de niveau de f et x0, un
point de X tel que ∇ f (x0) 6= 0. Alors les vecteurs tangents à la ligne
de niveau X au point x0 sont orthogonaux au gradient ∇ f (x0).

Entraînement

52. Suite de [49.2] –
1. Le plan tangent à Σ est horizontal si, et seulement si, le

gradient de f est nul.
2. Ce plan tangent peut-il être vertical ?

53. Une courbe plane Γ est représentée d’une part comme
une ligne de niveau d’une fonction différentiable F : R2 → R

et d’autre part comme l’image d’un arc paramétré (I,γ) où γ est
une fonction dérivable de I dans R2.

Γ =
[

F(x, y) = 0
]

=
{

γ(t), t ∈ I
}

.

On suppose que (x0, y0) = γ(t0) et que F(x0, y0) = 0. Comparer
γ′(t0) et les dérivées partielles Fx(x0, y0) et Fy(x0, y0).
54. Calculs de tangentes
Pour calculer la tangente au point M0 = f (t0), il est parfois
plus efficace de calculer le développement limité à l’ordre 1 des
composantes de f que de dériver chacune de ces composantes.
54.1 Calculer la tangente à l’arc paramétré par

f (t) =
( t

1− t2
,

t2

1− t2

)

au point f (0).
54.2 L’arc paramétré par

∀ t ∈ ]−π,π[ , f (t) = (tan t/2+ cos t, 1− sin t)

admet f (π/2) pour point stationnaire. Calculer la tangente au
point f (0).
54.3 Calculer la tangente à l’astroïde paramétrée par

∀ t ∈ R, f (t) = (cos3 t, sin3 t)

au point M0 = f (π/4).
54.4 Calculer les tangentes au folium, paramétré par

∀ t ∈ R \ {−1}, f (t) =
( 3t
1+ t3

,
3t2

1+ t3

)

aux points M0 = f (0) et M1 = f (1).
54.5 Calculer les tangentes à la lemniscate, paramétrée par

∀ t ∈ R, f (t) =
( t

1+ t4
,

t3

1+ t4

)

aux points M−1 = f (−1), M0 = f (0) et M1 = f (1).
54.6 Calculer les tangentes à la strophoïde, paramétrée par

∀ t ∈ R, f (t) =
( t(t2 − 1)

t2 + 1
,
t2 − 1
t2 + 1

)

aux points M−1 = f (−1), M0 = f (0) et M1 = f (−1).
55. Exemples de points stationnaires
55.1 L’arc paramétré défini par

f (t) =
( t3

1− t2
,

t− 2
1− t2

)

admet un point stationnaire en t = 0.
55.2 L’arc paramétré défini par

f (t) =
(

t2 +
2
t
, t2 +

1
t2

)

admet un point stationnaire pour t = 1.
55.3 La cissoïde de Dioclès, paramétrée par

∀ t ∈ R, f (t) =
( t3

1+ t2
,

t2

1+ t2

)

admet O = f (0) pour seul point stationnaire.
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55.4 La tractrice, paramétrée par

∀ t ∈ R, f (t) =
(

t− th t,
1

ch t

)

admet M0 = f (0) pour seul point stationnaire.
55.5 La cycloïde, paramétrée par

∀ t ∈ [0, 2π], f (t) = (t− sin t, 1− cos t)

admet M0 = f (0) et M2π = f (2π) pour seuls points station-
naires.
55.6 La néphroïde paramétrée par

∀ t ∈ [−π,π], f (t) = (3 sin t− sin 3t, 3 cos t− cos 3t)

admet M−π = f (−π), M0 = f (0) et Mπ = f (π) pour seuls
points stationnaires.
56. Plan tangent à une quadrique
56.1 Le plan tangent en M0 au graphe de la fonction

f =
[

(x, y) 7→ −17x2 + 14xy− y2 + 8x+ 8y+ 16
]

est horizontal si, et seulement si, M0 = (−1,−3).
La fonction f prend des valeurs supérieures à f (M0) et des va-
leurs inférieures à f (M0) : elle n’a ni minimum, ni maximum.
56.2 Le plan tangent en M0 au graphe de la fonction

f =
[

(x, y) 7→ 13x2 − 14xy+ 5y2 + 14x − 10y+ 5
]

est horizontal si, et seulement si, M0 = (0, 1). Quels que soient
les réels hx et hy,

f (hx, 1+ hy) = (hx hy)

(

13 −7
−7 5

)(

hx
hy

)

> f (0, 1)

donc f (M0) est le minimum de f sur R2.
56.3 La plan tangent en M0 = (x0, y0) au graphe de la fonc-
tion

f =
[

(x, y) 7→ 9x2 − 6xy+ y2 − 12x+ 4y+ 5
]

est horizontal si, et seulement si, y0 = 3x0 − 2.
Quels que soient les réels hx et hy,

f (1+ hx, 1+ hy) = 1+ (hx hy)

(

9 −3
−3 1

)(

hx
hy

)

donc le minimum de f sur R2 est égal à 1.

III

Applications de classe C k

57. ✍ L’application f : U → F est de classe C 1 (ou continûment
différentiable) lorsqu’elle est différentiable sur U et que l’application

d f = [M 7→ d f (M)] : U → L(E, F)

est continue sur U.

58. Le théorème fondamental [59] permet de prouver qu’une
application est continûment différentiable sans avoir à expliciter
sa différentielle.

59. ➙ Théorème fondamental (admis)
Soient B = (e1, . . . , ep), une base de E et C = (ε1, . . . , εn), une base
de F. On note f 1, . . ., f n, les composantes de f : U → F relatives à
la base C :

∀ M ∈ U, f (M) =
n

∑
i=1

f i(M) · ε i.

Alors la fonction f : U → F est de classe C 1 si, et seulement si, pour

chaque composante f i de f , toutes les dérivées partielles

∂1( f
i), . . . , ∂p( f

i)

relatives à B sont définies et continues sur U.

60. Exemples fondamentaux
60.1 Toute application linéaire de E dans F est de classe C

1.
60.2 Toute application polynomiale de Rd dans R est de
classe C 1 et ses dérivées partielles sont aussi polynomiales.
60.3 Toute fonction rationnelle de Rd dans R est de classe C 1

sur son ouvert de définition et ses dérivées partielles sont aussi
rationnelles.
61. Exemples
Pour le calcul des dérivées partielles, l’espace E = R

2 est rap-
porté à sa base canonique.
61.1 Suite de [23.3] – La fonction f est de classe C 1 sur le plan
R

2 privé de l’origine {0}.
61.2 La fonction f définie par f (0, 0) = 0 et par

∀ (x, y) 6= (0, 0), f (x, y) =
x4y

x2 + y2

est de classe C 1 sur R2.
61.3 L’application f définie par f (0, 0) = 0 et par

∀ (x, y) 6= (0, 0), f (x, y) = (x2 − y2) ℓn(x2 + y2)

est de classe C 1 sur R2 et

∀ (x, y) ∈ R2,
∂ f

∂x
(x, y) = − ∂ f

∂y
(y, x).

61.4 L’application f définie sur D = ]−1, 1[× ]−1, 1[ par

f (x, y) =
+∞

∑
n=1

xn

1+ y2n

est de classe C 1.
61.5 Si f ∈ C 1(R), l’application g définie sur U = [x 6= 0] par

g(x, y) =
1
x

∫ xy

x
f (t) dt

peut être prolongée en une fonction de classe C 1 sur R2 et

∂g

∂x
(x, y) =

∫ y

1
u f ′(xu) du et

∂g

∂y
(x, y) = f (xy)

pour tout (x, y) ∈ R2.
61.6 La fonction f définie par f (0, y) = 0 pour tout y ∈ R et
par

f (x, y) = x2 cos
( y

x

)

sur [x 6= 0] est différentiable au point (0, 0) mais n’est pas de
classe C 1 sur R2.
61.7 La fonction définie sur R2 par f (0, 0) = 0 et par

∀ (x, y) 6= (0, 0), f (x, y) = xy sin
1

√

x2 + y2

est différentiable au point (0, 0) sans être de classe C 1 sur R2.
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III.1 Fonctions de classe C k, k > 2

62. ✍ Classe C 2

L’application f : U → F est de classe C 2 lorsqu’elle est de classe C 1

et que ses dérivées partielles ∂1 f , . . ., ∂p f sont de classe C 1.

63. Théorème de Schwarz (admis)
Lorsqu’une fonction est de classe C 2, l’ordre dans lequel est cal-
culée une dérivée partielle seconde est indifférent.
63.1 ➙ Si f : U → R est de classe C 2, alors

∀ i 6= j, ∂i∂j f (M) = ∂j∂i f (M).

63.2 La fonction f : R2 → R définie par f (0, 0) = 0 et

∀ (x, y) 6= (0, 0), f (x, y) =
(x2 − y2)xy

x2 + y2

est de classe C 1 sur R2, mais pas de classe C 2 car

∂2 f

∂x∂y
(0, 0) = 1 = − ∂2 f

∂y∂x
(0, 0).

63.3 Suite de [61.6] – Bien que la fonction f ne soit pas de classe
C 2 sur R2, les dérivées partielles f ′′xy(0, 0) et f ′′yx(0, 0) existent et
sont égales.

64. ✍ Le laplacien* d’une fonction f de classe C 2 sur un ouvert de
R

p est défini par

∆ f (M) =
p

∑
j=1

∂j∂j f (M).

Une fonction f est harmonique* sur un ouvert U lorsque son lapla-
cien est identiquement nul sur U.

65. Classes C
k

Pour tout k > 3, on définit la classe C k(U, F) de manière récur-
sive, comme on a défini C 2(U, F) à partir de C 1(U, F).
65.1 ✍ L’application f : U → F est de classe C k lorsqu’elle est de

classe C
1 et que ses dérivées partielles ∂1 f , . . ., ∂p f (relatives à une

base quelconque de E) sont de classe C
k−1.

66. ✍ Classe C ∞

Une fonction appartient à la classe C ∞(U, F) lorsqu’elle est de classe
C k(U, F) pour tout k ∈ N.

67. Exemples fondamentaux
67.1 Les applications linéaires sont de classe C ∞.
67.2 Les applications polynomiales de Rp dans R sont de
classe C ∞.
67.3 Une fonction rationnelle de Rp dans R est définie sur un
ouvert U de Rp et de classe C ∞ sur U.

III.2 Opérations sur les fonctions de classe C k

68. Une combinaison linéaire d’applications de classe C 1 sur
U est une application de classe C 1 sur U.
69. Composition
69.1 Soient f ∈ C 1(U, F) et g ∈ C 1(V,G) avec f∗(U) ⊂ V.
L’application

[

M 7→ dg
(

f (M)
)

◦ d f (M)
]

est continue de U dans L(E,G).
69.2 ➙ Soient U, un ouvert de E et V, un ouvert de F. On considère
deux applications f : U → F et g : V → G de classe C 1 et on
suppose que f∗(U) ⊂ V.

La composée (g ◦ f ) : U → G est de classe C 1 et

∀ M0 ∈ U, d(g ◦ f )(M0) =
[

dg
(

f (M0)
)]

◦
[

d f (M0)
]

.

69.3 ➙ Si f : U → F et g : V → G sont deux applications de classe

C 1 et si f∗(U) ⊂ V, alors

Jac(g ◦ f )(M0) = Jac(g)
(

f (M0)
)

× Jac( f )(M0).

69.4 Si g : F → G est une application linéaire, alors

∀ M0 ∈ F, d(g ◦ f )(M0) = g ◦ [ d f (M0)].

69.5 Soient f ∈ C 1(U,R) et g ∈ C 1(I, F), où I est un inter-
valle ouvert qui contient f∗(U). Alors g ◦ f ∈ C 1(U, F) et

d(g ◦ f )(M0)(h) =
[

d f (M0)(h)
]

· g′
(

f (M0)
)

quels que soient M0 ∈ U et h ∈ E.
70. Caractérisation des fonctions constantes
Soit f : U → F et γ : [0, 1] → U, deux fonctions de classe C 1.
70.1 Si γ(0) = a ∈ U et γ(1) = b ∈ U, alors

f (b)− f (a) =
∫ 1

0
d f

(

γ(t)
)(

γ′(t)
)

dt.

70.2 ➙ Soient U, un ouvert convexe et f ∈ C 1(U, F). L’application f
est constante si, et seulement si, l’application linéaire tangente d f (M)
est l’application nulle pour tout M ∈ U.

70.3 Soit U, un ouvert convexe de R2. Si f et g sont deux
applications différentiables sur U telles que

∀ M ∈ U,
∂ f

∂x
(M) =

∂g

∂x
(M) et

∂ f

∂y
(M) =

∂g

∂y
(M),

alors f − g est constante sur U.
71. ➙ Formule de Leibniz
Soient f1 : U → F1 et f2 : U → F2, deux applications de classe C 1

et ϕ : F1 × F2 → G, une application bilinéaire.
L’application F : U → G définie par

∀ M ∈ U, F(M) = ϕ
(

f1(M), f2(M)
)

est de classe C 1 et

dF(M0)(h) = ϕ
(

d f1(M0)(h), f2(M0)
)

+ ϕ
(

f1(M0), d f2(M0)(h)
)

pour tout M0 ∈ U et tout h ∈ E.

72. Généralisation
Les règles de calcul dans la classe C 2, dans les classes C k et dans
la classe C ∞ sont les mêmes que dans la classe C 1.

Entraînement

73. Questions pour réfléchir
1. Soient f ∈ C

1(U,R) ; B1 et B2, deux bases de E.
1.a Les dérivées partielles de f relatives à B2 sont des combi-

naisons linéaires (à coefficients constants) des dérivées partielles
de f relatives à B1.

1.b Les dérivées partielles de f relatives à B1 sont de classe
C 1 si, et seulement si, les dérivées partielles de f relatives à B2
sont de classe C 1.
Par conséquent, la définition [62] a bien un sens.

2. Soient B1 et B2, deux bases de E et C1 et C2, deux bases
de F. On note P, la matrice de passage de B1 à B2 et Q, la
matrice de passage de C1 à C2.

MatB2,C2

(

d f (M0)
)

= Q−1MatB1,C1

(

d f (M0)
)

P

3. L’ensemble des fonctions harmoniques [64] de U dans R
est est un espace vectoriel.

4. Si f et g sont de classe C 2 sur U, alors [64]

∆( f g) = ∆ f · g+ 2 (∇ f | ∇g ) + f · ∆g.

5. Si f : Rn → R est de classe C
k, combien de dérivées

partielles d’ordre k faut-il calculer pour les connaître toutes ?
6. Tout produit de fonctions de classe C k est encore une

fonction de classe C k. →[71]
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74. Calculs de gradients [69.5]
Soient f et g, deux fonctions de classe C 1 sur un ouvert U ⊂ Rn,
à valeurs réelles.

1. ∇( f g)(M) = g(M) · ∇ f (M) + f (M) · ∇g(M)

2. ∇(e f )(M) = exp[ f (M)] · ∇ f (M)
3. ∇( f 2)(M) = 2 f (M) · ∇ f (M)
4. Si f est strictement positive sur U, alors

∇(ℓn f )(M) =
1

f (M)
· ∇ f (M).

5. Si f ne s’annule pas sur U, alors

∇
( 1
f

)

(M) =
−1

f 2(M)
· ∇ f (M).

75. Soit E, un espace euclidien.
1. La fonction f définie par

∀ x ∈ E, f (x) = ‖x‖2

est de classe C ∞ sur E et ∇ f (x) = 2 · x pour tout x ∈ E.
2. Les fonctions définies par

g1(x) = ‖x‖, g2(x) =
1
‖x‖ et g3(x) =

1

‖x‖2

sont de classe C ∞ sur E \ {0E} et

∇g1(x) =
x

‖x‖ , ∇g2(x) = −
x

‖x‖3
, ∇g3(x) = −2 ·

x

‖x‖4

pour tout x 6= 0E. Les dérivées partielles de g ne sont pas définies
en x = 0E.

3. La fonction ϕ définie par

∀ x 6= 0E, ϕ(x) =
x

‖x‖2

est de classe C ∞ sur E \ {0E} et

∀ x 6= 0E, ∀ h ∈ E, dϕ(x)(h) = h− 2
( x | h )
‖x‖2

· x.

76. Soit ϕ : Rn ×Rn → R

p, une application bilinéaire. Si
f et g sont deux fonctions de classe C 1 de I dans Rn, alors
l’application h définie par

∀ t ∈ I, h(t) = ϕ
(

f (t), g(t)
)

est de classe C 1 et

∀ t ∈ I, h′(t) = ϕ
(

f ′(t), g(t)
)

+ ϕ
(

f (t), g′(t)
)

d’après [11.1].
77. Mouvement circulaire uniforme
L’arc paramétré γ : I → R

2 décrit un mouvement circulaire et
uniforme : il existe deux constantes r > 0 et v > 0 telles que

∀ t ∈ I,
∥

∥γ(t)
∥

∥ = r et
∥

∥γ′(t)
∥

∥ = v.

1. D’après [76], le vecteur vitesse γ′(t) est orthogonal au
vecteur position γ(t) ainsi qu’au vecteur accélération γ′′(t), donc
il existe un scalaire k(t) tel que

γ′′(t) = k(t) · γ(t).
2. En dérivant la relation

∀ t ∈ I,
(

γ(t)
∣

∣ γ′(t)
)

= 0,

on montre que l’accélération est centrale et de norme constante :

∀ t ∈ I, γ′′(t) =
−v2
r
· γ(t)

‖γ(t)‖ .

78. Moment cinétique et couple
La position par rapport à l’origine d’une particule de masse m

en mouvement dans R3 est décrite par un arc paramétré (I,γ)
de classe C 2. Le moment cinétique (par rapport à l’origine) est
défini par

∀ t ∈ I, L(t) = γ(t) ∧ [mγ′(t)].

1. La fonction L : I → R

3 est de classe C 1 et sa dérivée est
égale à →[76]

T(t) = γ(t) ∧ [mγ′′(t)].

2. Si la particule se déplace dans un champ de force central,
alors T(t) = 0 pour tout t ∈ I et la particule se déplace dans le
plan (fixe) issu du point γ(t0) et normal au vecteur L(t0).
79. Champ de forces conservatif
Un champ de forces conservatif surRn est une application F de
R

n dans Rn pour laquelle il existe un potentiel V ∈ C 1(Rn,R)
tel que

∀ x ∈ Rn, F(x) = −∇V(x).

Un arc paramétré ϕ : I → R

n de classe C 2 est une particule
semi-newtonienne lorsqu’il existe des réels m1, . . ., mn tels que

∀ t ∈ I, ∀ 1 6 i 6 n, Fi
(

ϕ(t)
)

= miϕ
′′
i (t)

L’énergie cinétique K et l’énergie potentielle P de cette parti-
cule sont définies par

K(t) =
1
2

n

∑
i=1

mi

[

ϕ′i(t)
]2 et P(t) = V

(

ϕ(t)
)

.

Comme
P′(t) =

(

∇V[ϕ(t)]
∣

∣ ϕ′(t)
)

,

la somme K(t) + P(t) est indépendante de t : il y a conservation
de l’énergie.

IV

Règle de la chaîne

80. La règle de la chaîne traduit les différentes versions de
la formule de différentiation des fonctions composées [69] sous
une forme générale et facile à mémoriser.
80.1 On considère une fonction f : U → R différentiable sur
un ouvert de Rn et une fonction différentiable ϕ : V → R

n sur
un ouvert de Rp, telle que f∗(V) ⊂ U. D’après [69.3],

Jac( f ◦ ϕ)(M) = Jac( f )
(

ϕ(M)
)

× Jac ϕ(M)

pour tout M ∈ U.
80.2 L’abus de notation usuel consiste alors à considérer que
les deux fonctions f et f ◦ ϕ représentent une même grandeur
A :

1. La fonction f représente A comme une fonction des va-
riables x1, . . ., xn .

A = f (x1, . . . , xn)

2. La fonction f ◦ ϕ représente A comme une fonction des
variables u1, . . ., up :

A = ( f ◦ ϕ)(u1, . . . , up)

comme si, cette fois, les variables x1, . . ., xn étaient des fonctions
de u1, . . ., up.

∀ 1 6 i 6 n, xi = xi(u1, . . . , up).
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80.3 Les coefficients de Jac( f ◦ ϕ)(M) ∈ M1,p(R) sont alors
notés

∂A

∂uj
au lieu de

∂A

∂uj
(M),

ceux de Jac( f )[ϕ(M)] ∈M1,n(R) sont notés

∂A

∂xi
au lieu de

∂A

∂xi
[ϕ(M)]

et ceux de Jac ϕ(M) ∈Mn,p(R) sont notés

∂xi
∂uj

au lieu de
∂xi
∂uj

(M).

80.4 ➙ De la sorte, la formule de dérivation des fonctions composées
devient

∀ 1 6 j 6 p,
∂A

∂uj
=

n

∑
i=1

∂A

∂xi

∂xi
∂uj

.

80.5 La simplicité de cette formule repose sur le fait que xi
joue tantôt le rôle de variable (au dénominateur), tantôt le rôle
de fonction (au numérateur).
80.6 Un paradoxe
On suppose que w = x + y+ z avec z = x+ y. D’après la règle
de la chaîne,

∂w

∂x
=

∂w

∂x

∂x

∂x
+

∂w

∂y

∂y

∂x
+

∂w

∂z

∂z

∂x

=
∂w

∂x
+

∂w

∂z

et une interprétation erronée conduit à ∂w/∂z = 0 alors que ma-
nifestement ∂w/∂z = 1. Expliquer !

IV.1 Calculs au premier ordre

81. Formules générales
Toutes les fonctions considérées ici sont supposées de classe C 1.
81.1 Pour g(t) = f

(

x(t), y(t)
)

,

dg
dt

=
∂ f

∂x
· dx
dt

+
∂ f

∂y
· dy
dt

et pour g(t) = f
(

x(t), y(t), z(t)
)

,

dg
dt

=
∂ f

∂x
· dx
dt

+
∂ f

∂y
· dy
dt

+
∂ f

∂z
· dz
dt

.

81.2 Pour F(x) = f
(

x, y(x)
)

,

dF
dx

=
∂ f

∂x
+

∂ f

∂y
· dy
dx

et pour F(x) = f
(

x, y(x), z(x)
)

,

dF
dx

=
∂ f

∂x
+

∂ f

∂y
· dy
dx

+
∂ f

∂z
· dz
dx

.

81.3 Pour F(x, y) = f
(

x, y, z(x, y)
)

, →[80.6]

∂F

∂x
=

∂ f

∂x
+

∂ f

∂z
· ∂z

∂x
et

∂F

∂y
=

∂ f

∂y
+

∂ f

∂z
· ∂z

∂y
.

81.4 Pour F(x) = f
(

x, y(x), z(x, y(x))
)

,

dF
dx

=
∂ f

∂x
+

∂ f

∂y
· dy
dx

+
∂ f

∂z
·
(

∂z

∂x
+

∂z

∂y
· dy
dx

)

.

81.5 Pour F(s, t) = f
(

x(s, t), y(s, t)
)

,

∂F

∂s
=

∂ f

∂x
· ∂x

∂s
+

∂ f

∂y
· ∂y

∂s
et

∂F

∂t
=

∂ f

∂x
· ∂x

∂t
+

∂ f

∂y
· ∂y

∂t
.

82. Applications
82.1 Dériver g(t) = f

(

x(t), y(t)
)

avec :

f (x, y) = ex+y, x(t) = cos t, y(t) = sin t ;

f (x, y) = x2 + y2, x(t) = et, y(t) = ℓn t.

82.2 Calculer les dérivées partielles de

F(x, y) = f
(

g(x, y)
)

avec f (z) = sin z et g(x, y) = 3x− 4y.
82.3 Calculer les dérivées partielles de

F(x, y) = f
(

g(x, y), h(x, y)
)

avec f (u, v) = u− v, g(x, y) = x2y et h(x, y) = xy2.

Problèmes pratiques

83. Le volume d’un ballon sonde sphérique varie en fonction
de la pression atmosphérique P et de la température de l’air T :

V = V(P, T).

Expliquer pourquoi ∂V/∂P < 0 et ∂V/∂T > 0. Relier les dérivées
partielles du rayon r du ballon sonde à ces dérivées partielles.
84. La consommation horaire de carburant d’un avion de
tourisme, notée r, varie en fonction de l’altitude z (en pieds) et
de la vitesse v (en nœuds).
84.1 À l’altitude z0 = 8 000 pieds et à la vitesse v0 = 120
nœuds, la consommation horaire est estimée à 27, 25 L/h. On
sait aussi que

∂r

∂z
(z0, v0) = −7, 6.10−4 et

∂r

∂v
(z0, v0) = 0, 5.

En quelles unités ces dérivées partielles sont-elles exprimées ?
Justifier les signes de ces dérivées.
84.2 On suppose que l’avion possède alors une vitesse ascen-
sionnelle de 500 pieds par minute et une accélération de 3 nœuds
par minute. Estimer la variation de r par minute.
85. La masse volumique ρ, la température T et la pression
P d’un volume d’hydrogène (H2) sont respectivement mesurées
en g/cm3, en degrés Celsius et en atmosphères. Pour P0 = 2 et
T0 = 40, on a alors

ρ = 1, 5.10−4,
∂ρ

∂T
= −5.10−7, ∂ρ

∂P
= 7, 7.10−5.

85.1 Comment la masse volumique ρ = ρ(t) varie-t-elle si la
température T = T(t) baisse de 0, 2◦C par heure et que la pres-
sion P = P(t) baisse de 0, 06 atmosphère par heure ?
85.2 Estimer la masse volumique ρ = ρ(T, P) pour T = 50◦C
et P = P0, puis pour T = T0 et P = 1, 8 atmosphère.
86. Le degré d’humidité f de la laine est le quotient, exprimé
en pourcentage, de la masse d’eau contenue dans la laine par
la masse totale. Pour une température T0 de 35◦C et un degré
d’hygrométrie relative H0 de 75%, le degré d’humidité f (T0,H0)
est de 17, 5% et

∂ f

∂T
(T0,H0) = −0, 06,

∂ f

∂H
(T0,H0) = 0, 025.

86.1 Comment le degré d’humidité f = f (t) varie-t-il si la
température T = T(t) augmente de 2◦ par heure et que le degré
d’hygrométrie relative H = H(t) augmente de 0, 4% par heure ?
86.2 Estimer le degré d’humidité f = f (T,H) pour H = H0
et T = 36◦C, puis pour H = 73% et T = 36◦C.
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IV.2 Calculs au second ordre

87. Pour calculer une dérivée seconde, il suffit de savoir dé-
river la dérivée première !
87.1 Pour dériver la formule [80.4], il faut savoir la lire : il
s’agit d’une somme

∂2A

∂uk∂uj
=

n

∑
i=1

∂

∂uk

(

∂A

∂xi

∂xi
∂uj

)

dont chaque terme est un produit (formule de Leibniz)

∂

∂uk

(

∂A

∂xi

∂xi
∂uj

)

=
∂

∂uk

(

∂A

∂xi

)

∂xi
∂uj

+
∂A

∂xi

∂2xi
∂uk∂uj

où le premier facteur ∂A/∂xi est une composée de deux fonctions
différentiables (règle de la chaîne) →[80.3]

∂

∂uk

(

∂A

∂xi

)

=
n

∑
ℓ=1

∂2A

∂xℓ∂xi

∂xℓ
∂uk

.

87.2 Les calculs deviennent longs et l’un des avantages consi-
dérables de la notation de Leibniz est de pouvoir contrôler faci-
lement l’homogénéité du résultat.
88. Formules générales
Toutes les fonctions considérées ici sont de classe C 2. →[63.1]
88.1 Suite de [81.1] – Pour g(t) = f

(

x(t), y(t)
)

,

d2g

dt2
=

∂ f

∂x
· d

2x

dt2
+

∂ f

∂y
· d

2y

dt2

+
∂2 f

∂x2
·
( dx

dt

)2
+ 2

∂2 f

∂x∂y
· dx
dt
· dy
dt

+
∂2 f

∂y2
·
( dy

dt

)2
.

88.2 Suite de [81.2] – Pour F(x) = f
(

x, y(x)
)

,

d2F

dx2
=

∂2 f

∂x2
+

(

∂2 f

∂x∂y
+

∂2 f

∂y2
· dy
dx

)

· dy
dx

+
∂ f

∂y
· d

2y

dx2
.

88.3 Suite de [81.5] – Pour F(s, t) = f
(

x(s, t), y(s, t)
)

,

∂2F

∂s2
=

∂ f

∂x
· ∂2x

∂s2
+

∂ f

∂y
· ∂2y

∂s2

+
∂2 f

∂x2
·
( ∂x

∂s

)2
+ 2

∂2 f

∂x∂y
· ∂x

∂s
· ∂y

∂s
+

∂2 f

∂y2
·
( ∂y

∂s

)2
,

∂2F

∂s∂t
=

∂ f

∂x
· ∂2x

∂s∂t
+

∂ f

∂y
· ∂2y

∂s∂t

+
∂2 f

∂x2
· ∂x

∂s
· ∂x

∂t
+

∂2 f

∂y2
· ∂y

∂s
· ∂y

∂t

+
∂2 f

∂x∂y

(

∂x

∂s
· ∂y

∂t
+

∂x

∂t
· ∂y

∂s

)

.

Applications

89. On suppose que g = g(u, v) est une fonction de classe
C 2 de R2 dans R. Calculer en fonction des dérivées partielles de
g les dérivées partielles secondes de

f (x, y) = g
(

u(x, y), v(x, y)
)

avec (u, v) = (xy, 2x + 3y), puis avec (u, v) = (x2y, 3x+ 2y).

90. On suppose que g = g(u) est une fonction de classe C 2

de R dans R.
90.1 Si u = u(x1, . . . , xn) est une fonction de classe C 2 de Rn

dans R, alors la fonction f définie par

f (x1, . . . , xn) = g
(

u(x1, . . . , xn)
)

est de classe C 2 et →[64]

∆ f = g′′(u)‖∇u‖2 + g′(u)∆u.

90.2 Fonctions harmoniques radiales
Sur Ω = Rn \ {0}, on pose →[75]

u(x1, . . . , xn) =
√

x21 + · · ·+ x2n.

1.

∀ 1 6 k 6 n,
∂2u

∂x2k
=

1
u
− x2k

u3

2. La fonction f est harmonique sur Ω si, et seulement si,

∀ u > 0, g′′(u) +
n− 1
u
· g′(u) = 0

3. Si n > 3 et si f est une fonction harmonique radiale sur
Ω, alors il existe deux constantes a et b telles que

∀ x 6= 0, f (x) =
a

‖x‖n−2
+ b.

90.3 On choisit maintenant

u(x, y, z) =
x2 + y2

z2

sur l’ouvert Ω = R∗+ ×R∗+ ×R∗+.
4.

‖∇u‖2 = 4
u+ u2

z2
et ∆u =

4+ 6u
z2

.

5. La fonction f = g(u) est harmonique sur Ω si, et seule-
ment si,

∀ u > 0, 2(u+ u2)g′′(u) + (3u+ 2)g′(u) = 0

c’est-à-dire s’il existe deux constantes K1 et K2 telles que

∀ u > 0, g(u) = K1Arg th
√
1+ u+ K2.

91. Soit f = f (x, y), une fonction de classe C 2 sur R2.
1. La fonction g définie par

g(u, v) = f (u+ v, uv)

est de classe C
2 sur R2.

2. Si g est harmonique [64] sur R2, alors

2
∂2 f

∂x2
+ 2x

∂2 f

∂x∂y
+ (x2 − 2y)

∂2 f

∂y2
= 0

sur l’ouvert Ω = [x2 − 4y > 0].

IV.3 Changement de variables

92. Un changement de variables est une application conti-
nûment différentiable ϕ sur un ouvert U ⊂ Rn qui permet d’ex-
primer une fonction des variables y1, . . ., yn :

A = g(y1, . . . , yn)

comme une fonction des variables x1, . . ., xn : →[80.2]

A = f (x1, . . . , xn) = (g ◦ ϕ)(x1, . . . , xn)

mais aussi d’exprimer inversement une fonction des variables
x1, . . ., xn :

A = f (x1, . . . , xn)

comme une fonction des variables y1, . . ., yn :

A = g(y1, . . . , yn) = ( f ◦ ϕ−1)(y1, . . . , yn).

92.1 ✍ Une application est un changement de variables*, ou difféo-

morphisme*, lorsqu’elle réalise une bijection de classe C 1 d’un ouvert
U ⊂ Rn sur un ouvert V ⊂ Rn dont la bijection réciproque est aussi

de classe C 1.
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92.2 Tout automorphisme ϕ ∈ GL(Rn) est un difféomor-
phisme.
92.3 Si ϕ : U → V est un difféomorphisme, alors pour tout
M ∈ U, l’application linéaire tangente dϕ(M) est inversible et

[

dϕ(M)
]−1

= d(ϕ−1)(N)

avec N = ϕ(M) ∈ V.
92.4 Si ϕ est un difféomorphisme et si N = ϕ(M), alors les
matrices jacobiennes

(Jac ϕ)(M) =

(

∂xi
∂yj

)

16i,j6n

et (Jac ϕ−1)(N) =

(

∂yi
∂xj

)

16i,j6n

sont inversibles et inverse l’une de l’autre.
92.5 La règle de la chaîne s’écrit

∀ 1 6 k 6 n,
∂ f

∂xk
=

n

∑
i=1

∂g

∂yi
· ∂yi

∂xk

en fonction des variables x1, . . ., xn et

∀ 1 6 i 6 n,
∂g

∂yi
=

n

∑
k=1

∂ f

∂xk
· ∂xk

∂yi

en fonction des variables y1, . . ., yn.

Changement de variables linéaire

93. Soit f : R2 → F.
93.1 L’automorphisme ϕ ∈ GL(R2), représenté dans la base
canonique par la matrice inversible

J =

(

a b
c d

)

,

réalise une bijection de classe C 1 de R2 sur lui-même, dont la
réciproque est également linéaire et donc de classe C 1.
93.2 Calcul des dérivées partielles
La fonction g : R2 → F définie par

g(u, v) = ( f ◦ ϕ)(u, v) = f (au+ bv, cu+ dv)

est de classe C 1 sur R2 si, et seulement si, f est de classe C 1 sur
R

2.
Dans ce cas, en fonction des variables u et v,

∂g

∂u
= a

∂ f

∂x
+ c

∂ f

∂y
et

∂g

∂v
= b

∂ f

∂x
+ d

∂ f

∂y

et en fonction des variables x et y →[92.4]

∂ f

∂x
=

d

∆

∂g

∂u
− c

∆

∂g

∂v
et

∂ f

∂y
=
−b
∆

∂g

∂u
+

a

∆

∂g

∂v

où ∆ = det(ϕ) = ad− bc.
93.3 Calcul des dérivées partielles secondes
La fonction g est de classe C

2 sur R2 si, et seulement si, f est de
classe C 2 sur R2 et, d’après [87.1],

∂2g

∂u2
= a2

∂2 f

∂x2
+ 2ac

∂2 f

∂x∂y
+ c2

∂2 f

∂y2

∂2g

∂v2
= b2

∂2 f

∂x2
+ 2bd

∂2 f

∂x∂y
+ d2

∂2 f

∂y2

∂2g

∂u∂v
= ab

∂2 f

∂x2
+ (ad+ bc)

∂2 f

∂x∂y
+ cd

∂2 f

∂y2

en fonction des variables u et v.
On obtient des formules analogues pour exprimer les dérivées
partielles secondes de f en fonction des dérivées partielles se-
condes de g.

Coordonnées polaires

94.1 La base polaire est la base orthonormée directe de R2

définie par

ur = (cos θ, sin θ), uθ = (− sin θ, cos θ).

94.2 Contrairement à la base canonique :

ex = (1, 0), ey = (0, 1)

dont les vecteurs sont fixes, les vecteurs de la base polaire varient
en fonction du paramètre θ et

dur
dθ

= uθ ,
duθ

dθ
= −ur.

94.3 D’après la formule de changement de base,

v = vx · ex + vy · ey = vr · ur + vθ · uθ

si, et seulement si,

vr = vx cos θ + vy sin θ, vθ = −vx sin θ + vy sin θ

c’est-à-dire

vx = vr cos θ − vθ sin θ, vy = vr sin θ + vθ cos θ.

95. Les coordonnées polaires d’un point M ∈ R2 distinct de
l’origine sont les réels r > 0 et θ ∈ ]−π,π] tels que

OM = r · ur = (r cos θ) · ex + (r sin θ) · ey.

96. Principes généraux
96.1 Soit A, une grandeur scalaire dépendant de deux para-
mètres et représentée par une fonction f : R2 → R.

A = f (x, y)

1. Calculer le laplacien de A en coordonnées polaires, c’est ex-
primer la grandeur scalaire

∆A =
∂2 f

∂x2
+

∂2 f

∂y2

en fonction des dérivées partielles de la fonction g définie par

g(r, θ) = f (r cos θ, r sin θ).

2. Calculer le gradient de A en coordonnées polaires, c’est dé-
composer la grandeur vectorielle

∇A =
∂ f

∂x
· ex +

∂ f

∂y
· ey

dans la base polaire (ur, uθ) en exprimant ses coordonnées en
fonction des dérivées partielles de la fonction g. →[94.3]
96.2 Si A est un champ de vecteurs dépendant de deux para-
mètres et représenté par une fonction f : R2 → R

2 :

A = f (x, y) = fx(x, y) · ex + fx(x, y) · ey

calculer la divergence de A en coordonnées polaires, c’est exprimer
la grandeur scalaire

div f =
∂ fx
∂x

+
∂ fy

∂y

en fonction des coordonnées gr et gθ de la fonction g relatives à
la base polaire (ur, uθ) : →[94.3]

g(r, θ) = f (r cos θ, r sin θ) = gr(r, θ) · ur + gθ(r, θ) · uθ .
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97. Formulaire
L’application ϕ définie par

ϕ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

est une bijection de classe C 1 de l’ouvert

U = ]0,+∞[× ]−π,π[

sur l’ouvert
V = R2 \ [x 6 0] ∩ [y = 0].

On peut démontrer que la bijection réciproque est de classe C 1

sur V, sans qu’il soit nécessaire d’expliciter cette bijection réci-
proque (théorème d’inversion globale).
97.1 Matrices jacobiennes [92.4]
En considérant x et y comme des fonctions de r et θ :

∂x

∂r
= cos θ

∂x

∂θ
= −r sin θ

∂y

∂r
= sin θ

∂y

∂θ
= r cos θ

et en considérant r =
√

x2 + y2 et θ comme des fonctions de x
et y :

∂r

∂x
=

x

r

∂r

∂y
=

y

r

∂θ

∂x
=
−y
r2

∂θ

∂y
=

x

r2
.

97.2 Matrices hessiennes [87.1]

∂2x

∂r2
= 0

∂2x

∂θ2
= −r cos θ

∂2x

∂r∂θ
= − sin θ

∂2y

∂r2
= 0

∂2y

∂θ2
= −r sin θ

∂2y

∂r∂θ
= cos θ

∂2r

∂x2
=

r2 − x2

r3
∂2r

∂y2
=

r2 − y2

r3
∂2r

∂x∂y
=
−xy
r3

∂2θ

∂x2
=

2xy
r4

∂2θ

∂y2
= − 2xy

r4
∂2θ

∂x∂y
=

y2 − x2

r4
.

98. Résultats usuels [96]

∆A =
∂2g

∂r2
+

1
r

∂g

∂r
+

1
r2

∂2g

∂θ2

∇A =
∂g

∂r
· ur +

1
r

∂g

∂θ
· uθ

div A =
1
r
gr +

∂gr
∂r

+
1
r

∂gθ

∂θ

Coordonnées sphériques

99. Pour 0 6 θπ et 0 6 ϕ 6 2π, on considère la base ortho-
normée définie par

ur = sin θ cos ϕ · ex + sin θ sin ϕ · ey + cos θ · ez,
uθ = cos θ cos ϕ · ex + cos θ sin ϕ · ey − sin θ · ez,
uϕ = − sin ϕ · ex + cos ϕ · ey.

99.1 Les coordonnées sphériques d’un point M ∈ R3 distinct
de l’origine sont les trois réels

r > 0, 0 6 θ 6 π et 0 6 ϕ 6 2π

définis par

OM = r · ur
= (r sin θ cos ϕ) · ex + (r sin θ sin ϕ) · ey + (r cos θ) · ez.

99.2 Les composantes sphériques d’un champ de vecteurs
A : U → R3 sont les trois fonctions Ar, Aθ et Aϕ de U dans R3

définies par

∀ M ∈ U, A(M) = Ar(M) · ur + Aθ(M) · uθ + Aϕ(M) · uϕ.

99.3 Calculer en coordonnées sphériques, c’est utiliser la fonc-
tion des variables r, θ et ϕ qui représente une grandeur scalaire :

A = g(r, θ, ϕ)

ou les fonctions qui représentent en fonction des variables r, θ et
ϕ les composantes sphériques d’un champ de vecteurs :

A = gr(r, θ, ϕ) · ur + gθ(r, θ, ϕ) · uθ + gϕ(r, θ, ϕ) · uϕ.

Dans ce dernier cas, comme pour les coordonnées polaires, les
vecteurs ur, uθ et uϕ sont eux-mêmes des fonctions des variables
θ et ϕ.
100. L’application ψ exprime les coordonnées (x, y, z) d’un
point dans la base canonique en fonction des coordonnées sphé-
riques r, θ et ϕ : →[99.1]

ψ(r, ϕ, θ) = (r sin θ cos ϕ, r sin θ sin ϕ, r cos θ)

est une bijection de classe C 1 de l’ouvert

U = ]0,+∞[× ]−π,π[× ]−π/2, π/2[

sur l’ouvert
V = R3 \ [x 6 0] ∩ [y = 0].

100.1 Son jacobien est égal à r2 cos θ et on peut démontrer que
la bijection réciproque est de classe C 1 sur V (théorème d’inversion
globale).
100.2 On peut donc considérer les trois coordonnées sphé-
riques r, θ et ϕ comme des fonctions de classe C 1 sur l’ouvert V
des coordonnées cartésiennes x, y et z et en déduire les relations
suivantes.

∂(r2)

∂x
= 2x

∂r

∂x
=

x

r

∂2r

∂x2
=

r2 − x2

r3

Entraînement

101. Questions pour réfléchir
1. Proposer une interprétation physique de la règle de la

chaîne [80.4].
2. Soit ϕ ∈ GL(Rn), considéré comme un difféomorphisme

de Rn. L’espace Rn étant rapporté à sa base canonique, compa-
rer la matrice de ϕ, la matrice jacobienne de ϕ au point M et la
matrice jacobienne de ϕ−1 au point N = ϕ(M).
102. Calculer les dérivées partielles des fonctions définies par

f (x, y) =
∫ y

x
et ℓn t dt et g(x, y, z) =

∫ y2

2x
et ℓn(tz) dt

dont on précisera l’ouvert de définition.

103. Soient ϕ et ψ, deux fonctions de classe C
2 de R dans R.

103.1 La fonction définie sur R2 par

u(x, y) = xϕ(x+ y) + yψ(x+ y)

vérifie l’équation
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 2

∂2u

∂x∂y
.

103.2 La fonction définie sur R2 par v(x, y) = ψ
(

x + ϕ(y)
)

vérifie l’équation

∂v

∂x
· ∂2v

∂x∂y
=

∂v

∂y
· ∂2v

∂x2
.

104. Soit f ∈ C
1(R,R).

104.1 La fonction u définie par u(x, y) = f (y/x) vérifie l’équa-
tion aux dérivées partielles

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0

sur son ouvert de définition.



V Équations aux dérivées partielles

104.2 La fonction u définie par u(x, y) = f (x2 + y2) vérifie
l’équation aux dérivées partielles

y
∂u

∂x
− x

∂u

∂y
= 0

sur son ouvert de définition.

105. Si f : R2 → R est une fonction différentiable telle que

∀ t ∈ R, ∀ (x, y) ∈ R2, f (x+ t, y+ t) = f (x, y)

alors

∀ (x, y) ∈ R2,
∂ f

∂x
(x, y) +

∂ f

∂y
(x, y) = 0.

106. Équation de la chaleur
Quelles que soient les constantes réelles a et k, les fonctions fa et
g définies par

fa(x, t) = e−k
2a2t sin ax et g(x, t) =

1√
t
exp
−x2
4k2t

vérifient l’équation de la chaleur

∂u

∂t
= k2

∂2u

∂x2
.

107. Équation des ondes en dimension 3
Soit c ∈ R∗+, une constante. Quelle que soit la fonction g de
classe C 1 sur R, la fonction f définie sur R3 privé de l’origine
par

f (x, y, z) =
1
r
g(t− r/c) où r =

√

x2 + y2 + z2

est une solution de l’équation

∂2 f

∂x2
+

∂2 f

∂y2
+

∂2 f

∂z2
=

1
c2

∂2 f

∂t2
.

108. La fonction F définie par F(x, y) = ϕ(y/x), où ϕ est une
fonction de classe C 2 sur R, est de classe C 2 sur le demi-plan
ouvert U = [x > 0] et →[64]

∆F(x, y) =
2y
x3

ϕ′(y/x) +
x2 + y2

x4
ϕ′′(y/x).

En particulier, la fonction F est harmonique sur U si, et seule-
ment si, la fonction ϕ vérifie l’équation différentielle :

∀ t ∈ R, (1+ t2)ϕ′′(t) + 2tϕ′(t) = 0

c’est-à-dire si ϕ = [t 7→ K1Arctan t+ K2].

109. L’application ϕ définie sur U = [x < y] par

ϕ(x, y) =
(

s(x, y), p(x, y)
)

= (x+ y, xy)

est une bijection de classe C ∞ de U sur V = [s2 − 4p > 0].
1. Son jacobien est égal à (y− x) et la bijection réciproque

est donc de classe C ∞ sur V (théorème d’inversion globale).
2. Par inversion de la jacobienne de ϕ,

∂x

∂s
=

x

x− y
,

∂x

∂p
=

1
y− x

,
∂y

∂s
=

y

y− x
,

∂y

∂p
=

1
x− y

d’où en particulier
∂2x

∂s2
=

2xy
(y− x)3

.

Comparer avec la dérivée partielle seconde de s−
√

s2 − 4p par
rapport à s.

110. Soit k ∈ R∗+. Sur l’ouvert U = R3 \ {0}, on pose

ϕ(x, y, z) =
(

X(x, y, z),Y(x, y, z),Z(x, y, z)
)

=
k2

r2
· (x, y, z)

où r2 = x2 + y2 + z2.
1. L’application ϕ est de classe C 1 sur U. Son jacobien est

égal à −k6/r6.
2. En remarquant que

r2 =
k4

X2 + Y2 + Z2 ,

on peut démontrer que ϕ réalise une bijection de U sur U, expli-
citer la bijection réciproque et en déduire que cette réciproque
est une fonction de classe C 1 sur U.

3.

x
∂X

∂x
+ y

∂X

∂y
+ z

∂X

∂z
= −X(1)

( ∂X

∂x

)2
+

( ∂X

∂y

)2
+

( ∂X

∂z

)2
=

k4

r4
(2)

∂X

∂x

∂Y

∂x
+

∂X

∂y

∂Y

∂y
+

∂X

∂z

∂Y

∂z
= 0(3)

∂2X

∂x2
+

∂2X

∂y2
+

∂2X

∂z2
=
−2X
r2

.(4)

111. Soit v > 0. La fonction définie par

u(x, t) = α
(

1− th2
[

β(x+ vt)
])

est une solution sur R2, non constante, de

∂u

∂t
=

∂3u

∂x3
+ 6u

∂u

∂x

si, et seulement si, a = −v/2 et b =
√
v/2.

112. Fonctions analytiques
Soit ∑ anz

n, une série entière de rayon de convergence R > 0.
L’application complexe f définie sur l’ouvert U = [x2+ y2 < R2]
par

∀ (x, y) ∈ U, f (x, y) =
+∞

∑
n=0

an(x+ iy)n

est de classe C
2 et harmonique sur U [64].

113. Un prolongement par continuité
1. Si f ∈ C 1(R,R), alors la fonction F définie sur R2 \ {0}

par

F(x, y) =
f (x2 + y2)− f (0)

x2 + y2

tend vers f ′(0) au voisinage de 0.
2. Si f est de classe C 2, la fonction F peut être prolongée

en une fonction différentiable sur R2. Ce prolongement est-il de
classe C 1 sur R2 ?

V

Équations aux dérivées partielles

114. Une équation aux dérivées partielles (en abrégé : edp)
est une contrainte imposée à une fonction f ∈ C k(Ω,R) : cette
contrainte relie la fonction f à ses dérivées partielles.

115. Dans les équations étudiées, l’ouvert Ω ⊂ R2 sur lequel
la fonction f est définie est toujours un rectangle. →[116.3]

Ω = ]a, b[× ]c, d[ ⊂ R2.
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V.1 Équations élémentaires

116. Équation du premier ordre
116.1 Soit f ∈ C 1(Ω,R) telle que

∀ (x, y) ∈ Ω,
∂ f

∂x
(x, y) = 0.

Alors, pour tout y0 ∈ ]c, d[, l’application [x 7→ f (x, y0)] est
constante sur ]a, b[.
116.2➙ Une fonction f ∈ C 1(Ω,R) vérifie l’équation

∀ (x, y) ∈ Ω,
∂ f

∂x
(x, y) = 0

si, et seulement si, il existe g ∈ C 1(]c, d[ ,R) telle que

∀ (x, y) ∈ Ω, f (x, y) = g(y).

116.3 Contre-exemple fondamental
Sur l’ouvert Ω = [y 6= 0] ∪ [x < 0] ⊂ R2, qui est connexe par
arcs, il existe une application f ∈ C 1(Ω,R) telle que

∀ (x, y) ∈ Ω,
∂ f

∂y
(x, y) = 0

et dont la valeur dépend quand même de y. →[115]

117. Équation du second ordre [115]
117.1 On suppose que trois fonctions f , g et h sont reliées par

∀ (x, y) ∈ Ω, f (x, y) = g(y) + xh(y).

Si f ∈ C 2(Ω), alors g et h sont de classe C 2 sur ]c, d[.
117.2➙ Une fonction f ∈ C 2(Ω,R) vérifie l’équation

∀ (x, y) ∈ Ω,
∂2 f

∂x2
(x, y) = 0

si, et seulement si, il existe g et h de classe C 2 sur ]c, d[ telles que

∀ (x, y) ∈ Ω, f (x, y) = xg(y) + h(y).

117.3➙ Une fonction f ∈ C 2(Ω,R) vérifie l’équation

∀ (x, y) ∈ Ω,
∂2 f

∂x∂y
= 0

si, et seulement si, il existe g ∈ C 2(]a, b[) et h ∈ C 2(]c, d[) telles que

∀ (x, y) ∈ Ω, f (x, y) = g(x) + h(y).

118. Suite de [115] – Certaines edp très simples sont des équa-
tions différentielles à peine déguisées.
118.1 Avec 0 < a < b, une fonction f ∈ C 2(Ω,R) est solution
de l’équation :

∀ (x, y) ∈ Ω, x
∂ f

∂x
(x, y) = f (x, y)

si, et seulement si, il existe une fonction g ∈ C 2(]c, d[) telle que

∀ (x, y) ∈ Ω, f (x, y) = xg(y).

118.2 Une fonction f ∈ C 2(Ω,R) est solution de l’équation :

∀ (x, y) ∈ Ω,
∂2 f

∂x2
(x, y) + ω2 f (x, y) = 0

(où ω > 0) si, et seulement si, il existe deux fonctions g1 et g2,
de classe C

2 sur ]c, d[ telles que

∀ (x, y) ∈ Ω, f (x, y) = g1(y) cosωx+ g2(y) sinωx.

V.2 Résolution par changement de variables

119. Un changement de variables bien choisi permet parfois
de ramener une équation aux dérivées partielles à l’un des cas
élémentaires précédents ou à une équation différentielle qu’on
saura résoudre.

Changements de variables linéaires

120. Une fonction f ∈ C 1(R2,R) vérifie l’edp

∂ f

∂x
+

∂ f

∂y
= 0

si, et seulement si, la fonction g ∈ C 1(R2,R) définie par

g(u, v) = f (x, y) avec {u = x− y, v = y}

vérifie l’edp élémentaire suivante : →[116.2]

∀ (u, v) ∈ R2,
∂g

∂v
(u, v) = 0.

121. Équation des ondes et principe de Huyghens
Soit c > 0.
121.1 Si g et h sont deux fonctions de classe C 2 sur R, alors la
fonction f définie par

∀ (x, t) ∈ R2, f (x, t) = g(x+ ct) + h(x− ct)

vérifie l’équation des ondes :

∀ (x, t) ∈ R2,
∂2 f

∂x2
(x, t)− 1

c2
∂2 f

∂t2
(x, t) = 0.

121.2 Soit f ∈ C
2(R2), une solution de l’équation des ondes.

1. L’application définie par

ϕ(x, t) = (x+ ct, x− ct)

est un difféomorphisme de R2 sur R2 et la fonction F = f ◦ ϕ−1

est de classe C 2 sur R2.
2. Il existe deux fonctions g et h de classe C 2 sur R telles

que
∀ (x, t) ∈ R2, f (x, t) = g(x+ ct) + h(x− ct).

121.3 Si une corde horizontale dont les extrémités sont fixés
est mise en vibration, l’expression f (x, t) permet de représenter
l’écart (vertical) à l’instant t du point d’abscisse x par rapport à
sa position d’équilibre. Cette vibration paraît ici comme la su-
perposition de deux ondes progressives de sens opposés.



V Équations aux dérivées partielles

122. Autres exemples
Les edp linéaires à coefficients constants peuvent se ramener à
une edp élémentaire par un changement de variables linéaire
bien choisi. →[93]
122.1 Résoudre les edp suivantes en effectuant les change-
ments de variables indiqués.

∂ f

∂x
− 3

∂ f

∂y
= 0 {u = 2x+ y, v = 3x+ y}(1)

3
∂ f

∂x
− 2

∂ f

∂y
= 0 {u = x+ y, v = 2x+ 3y}(2)

∂ f

∂x
+

∂ f

∂y
= f (x, y) {u = x, v = y− x}(3)

∂ f

∂x
+

∂ f

∂y
= (x+ y)2 {u = x+ y, v = x− y}(4)

122.2 L’expression

a
∂ f

∂x
+ b

∂ f

∂y

est le produit scalaire de ∇ f avec un vecteur n = (a, b) de R2.
Si ϕ ∈ GL(R2) et si f = g ◦ ϕ, alors

(∇ f | n ) =
(

∇g
∣

∣ ϕ(n)
)

et on peut choisir ϕ pour que l’edp en g soit élémentaire.
122.3 Résoudre les edp suivantes au moyen de changements de
variables linéaires.

∂2 f

∂x2
− ∂2 f

∂y2
= 0(5)

∂2 f

∂x2
− 2

∂2 f

∂x∂y
+

∂2 f

∂y2
= 0(6)

2
∂2 f

∂x2
− 3

∂2 f

∂x∂y
+

∂2 f

∂y2
= 0(7)

Calculs en coordonnées polaires [97]

123. Une fonction f ∈ C 1(R×R∗+,R) vérifie l’équation aux
dérivées partielles

∀ (x, y) ∈ R×R∗+, x
∂ f

∂x
(x, y) + y

∂ f

∂y
(x, y) = f (x, y)

si, et seulement si, la fonction de classe C 1

g : ]0,+∞[× ]0,π[→ R

définie par
g(r, θ) = f (r cos θ, r sin θ)

vérifie l’edp suivante : →[118.1]

∀ (r, θ) ∈ R∗+ × ]0, π[ , r
∂g

∂r
(r, θ) = g(r, θ).

124. Soit g = f ◦ ϕ.
124.1

1. Si f est de classe C k sur Ω = R2 \ {0}, alors la fonction
[θ 7→ g(r, θ)] admet un prolongement 2π-périodique et de classe
C k pour tout r > 0.

2. Si f est continue sur R2, alors la fonction g une limite
finie au voisinage de 0.
124.2 Fonctions radiales
La relation

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
= r

∂g

∂r

permet de résoudre les edp suivantes.

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
= 0(1)

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
=

√

x2 + y2(2)

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
=

1
x2 + y2

(3)

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
− f (x, y) = −(x2 + y2)(4)

(

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y

)

f (x, y) = −(x2 + y2)(5)

Interpréter géométriquement la première équation.
124.3 Fonctions orthoradiales
La relation

x
∂ f

∂y
− y

∂ f

∂x
=

∂g

∂θ

permet de résoudre les edp suivantes.

x
∂ f

∂y
− y

∂ f

∂x
= 0(6)

x
∂ f

∂y
− y

∂ f

∂x
=

y
√

x2 + y2
(7)

x
∂ f

∂y
− y

∂ f

∂x
= f (x, y)(8)

Interpréter géométriquement la première équation.
125. Fonctions harmoniques
Soit f ∈ C 2(Ω,R) où Ω = R2 \ {0}.
125.1 Si f est une fonction radiale : f (x, y) = g(r), alors la
fonction f est harmonique [64] sur Ω si, et seulement si,

∀ r > 0, g′′(r) +
1
r
g′(r) = 0.

125.2 Si f est une fonction orthoradiale : f (x, y) = g(θ), alors
la fonction f est harmonique sur Ω si, et seulement si,

∀ θ ∈ R,
1
r2

g′′(θ) = 0.

Calculs en coordonnées sphériques

126. Fonctions harmoniques [100]
Soient Ω = R3 \ {0}, f ∈ C 2(Ω,R) et g ∈ C 2(R∗+,R) telles que

∀ (x, y, z) ∈ Ω, f (x, y, z) = g(r).

1.
∆ f (x, y, z) = g′′(r) +

2
r
g′(r).

2. La fonction f est un vecteur propre radial du laplacien
si, et seulement si, il existe un réel λ tel que la fonction g soit
une solution de l’équation différentielle

∀ r > 0, g′′(r) +
2
r
g′(r)− λg(r) = 0.
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Entraînement

127. L’application ϕ définie sur l’ouvert U = R∗+ ×R∗+ par

ϕ(x, y) =
(

xy,
x

y

)

réalise une bijection de U sur U. Elle est de classe C 2 sur U,
comme sa bijection réciproque.
127.1 On utilise ϕ pour effectuer le changement de variables :

(u, v) = ϕ(x, y).

1. En inversant la jacobienne de ϕ, on obtient →[92.4]

∂x

∂u
=

1
2y

,
∂x

∂v
=

y

2
,

∂y

∂u
=

1
2x

,
∂y

∂v
=
−y2
2x

.

2. Soient f et g, deux fonctions définies sur U, telles que

∀ (x, y) ∈ U, f (x, y) = (g ◦ ϕ)(x, y) = g(u, v).

2.a La fonction f est de classe C 2 sur U si, et seulement si, g
est de classe C 2 sur U.

2.b

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
= 2u

∂g

∂u

2.c

x2
∂2 f

∂x2
− y2

∂2 f

∂y2
= 2v

[

2u
∂

∂u

( ∂g

∂v

)

− ∂g

∂v

]

127.2 EDP du premier ordre
Résoudre les edp suivantes.

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
=

x

y
(1)

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
= 2 f (x, y)− 2(2)

127.3 EDP du second ordre
La résolution sur U de l’edp

(3) x2
∂2 f

∂x2
− y2

∂2 f

∂y2
= 0

se ramène à celle de l’équation différentielle

∀ t > 0, 2tz′(t)− z(t) = 0.

128. Soit ϕ, l’application définie sur l’ouvert U = R∗+×R par

ϕ(x, y) =
(

x,
y

x

)

.

128.1 L’application ϕ est une bijection de U sur U. Elle est de
classe C 1, ainsi que sa bijection réciproque. De plus,

(Jac ϕ)(x, y) =
(

1 0
−y/x2 1/x

)

, (Jac ϕ−1)(u, v) =
(

1 0
v u

)

.

128.2 Soient f (x, y) et g(u, v), deux fonctions de U dans R, de
classe C 2, telles que

∀ (x, y) ∈ U, g(u, v) = (g ◦ ϕ)(x, y) = f (x, y).

1. La fonction f est une solution de

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
=

y

x

sur U si, et seulement si, il existe une fonction h ∈ C 2(R∗+,R)
telle que

∀ (u, v) ∈ U, g(u, v) = v ℓn u+ vh(v).

2.a
∂2g

∂u2
=

1
x2

[

x2
∂2 f

∂x2
+ 2xy

∂2 f

∂x∂y
+ y2

∂2 f

∂y2

]

2.b La fonction f est une solution de

x2
∂2 f

∂x2
+ 2xy

∂2 f

∂x∂y
+ y2

∂2 f

∂y2
= 0

sur l’ouvert U si, et seulement si, il existe deux applications a1
et a2 de classe C 2 sur R telles que

∀ (u, v) ∈ U, g(u, v) = a1(v)u+ a2(v).

Questions, exercices & problèmes

Perfectionnement

129. Questions pour réfléchir
1. La propriété [9.3] subsiste-t-elle si l’ensemble de défini-

tion de f n’est pas un voisinage du point M0 ?
2. L’application linéaire tangente au point M0 s’écrit

d f (M0) =
p

∑
j=1

∂ f

∂xj
(M0) dxj.

Quelle est la nature algébrique des expressions dxj ? On a cou-
tume d’interpréter physiquement dxj comme une variation infi-
nitésimale de la coordonnée xj. Commenter.

3. Relier la formule de Leibniz qui exprime la dérivée de
f (ϕ(t),ψ(t)) à la formule de différentiation des fonctions com-
posées.

4. On suppose que, pour tout vecteur v ∈ E, l’application
f admet une dérivée selon le vecteur v en M0. L’application f
est-elle différentiable en M0 ?

5. La base polaire (er, eθ) est une base orthonormée de R2

et cependant
∂ f

∂θ
(M) 6= d f (M)(eθ).

6. L’application f : U → R est de classe C 2 si, et seulement
si, elle est de classe C 1 et sa différentielle d f : U → E∗ est de
classe C 1.

7. Une application f : E → F est polynomiale lorsqu’il
existe une base B de E et une base C telles que les composantes
de f relatives à la base C sont des fonctions polynomiales des
coordonnées relatives à la base B.

7.a La notion d’application polynomiale est indépendante
des bases B et C choisies.

7.b Si la fonction f : E → F est polynomiale, alors sa diffé-
rentielle d f : E→ L(E, F) est polynomiale.

8. On suppose que f ∈ C 1(U, F) est une application telle
que d f (M) soit l’application nulle pour tout M ∈ U. Alors
l’application f est localement constante au sens où, pour tout
M0 ∈ U,

∃ V ∈ V (M0), ∃ u ∈ F, ∀ M ∈ V, f (M) = u.

L’application f est-elle constante ? Et si on suppose que U est
connexe par arcs ?



Questions, exercices & problèmes

Approfondissement

130. Si g ∈ C 1(R) est une application contractante :

∃ 0 < k < 1, ∀ x ∈ R,
∣

∣g′(x)
∣

∣ 6 k

alors le jacobien de l’application ϕ : R2 → R

2 définie par

∀ (x, y) ∈ R2, ϕ(x, y) =
(

x+ g(y), y+ g(x)
)

n’est jamais nul.
131. Fonctions harmoniques et propriété de la moyenne
Soient f : R2 → R, une fonction de classe C 2 et g, la fonction
définie sur l’ouvert U = ]0,+∞[× ]0, 2π[ par

g(r, t) = f (r cos t, r sin t).

1. L’application ϕ : R→ R définie par

ϕ(r) =
∫ 2π

0
f (r cos t, r sin t) dt

est de classe C 2 et si

∀ (x, y) ∈ R2, x
∂ f

∂x
(x, y) + y

∂ f

∂y
(x, y) = 0,

alors ϕ est constante.
2. Si la fonction f est harmonique sur R2 [64], alors

∂

∂r

(

r
∂g

∂r

)

+
1
r

∂2g

∂t2
= 0,

l’expression rϕ′(r) est constante et la fonction ϕ est constante.
Interpréter.

Fonctions implicites

132. Soit F, une fonction de classe C 1 de Rd+1 dans R.
132.1 Soit M0 = (x01 , . . . , x

0
d, x

0
d+1), un point de l’hypersurface

X = [F(M) = 0]. Si
∂F

∂xd+1
(M0) 6= 0,

alors le théorème des fonctions implicites affirme qu’il existe
un voisinage

Vd+1 = Vd ×
]

x0d+1 − α, x0d+1 + α
[

du point M0 dans Rd+1 avec

Vd =
]

x01 − α, x01 + α
[

× · · · ×
]

x0d − α, x0d + α
[

et une fonction g : Rd → R, de classe C 1 sur Vd, tels que
l’hypersurface X puisse être représentée comme le graphe de la
fonction g au voisinage de M0.

{

(x1, . . . , xd, xd+1) ∈ Vd+1
F(x1, . . . , xd, xd+1) = 0

}

⇐⇒
{

(x1, . . . , xd) ∈ Vd
xd+1 = g(x1, . . . , xd)

}

On dit alors que l’équation F(x1, . . . , xd, xd+1) = 0 définit impli-
citement xd+1 comme une fonction des variables x1, . . ., xd : il
est en général impossible de donner une expression simple de la
fonction g.
132.2 On suppose que y = g(x) sur la courbe [F(x, y) = 0] au
sens où

F
(

x, g(x)
)

= 0

sur un voisinage de x0. Alors

g′(x) =
−Fx(x, g(x))
Fy(x, g(x))

pour tout x voisin de x0.

132.3 On suppose que z = g(x, y) sur la surface [F(x, y, z) = 0].
Exprimer les dérivées partielles de g en fonction des dérivées
partielles de F.

133. Soient F = (F1, . . . , Fp) : Rn+p → R

p, une fonction de
classe C 1 et

M0 = (x01 , . . . , x
0
n , x

0
n+1, . . . , x

0
n+p),

un point de l’hypersurface X = [F(M) = 0].
133.1 Si la matrice carrée (extraite de la jacobienne de F au
point M0)

(

∂Fi
∂xj

(M0)

)

16i6p
n+16j6n+p

∈Mp(R)

est inversible, alors le théorème des fonctions implicites affirme
qu’il existe un voisinage Vn du point

M′0 = (x01 , . . . , x
0
n)

dans Rn, un voisinage Vp du point

M′′0 = (x0n+1, . . . , x
0
n+p)

dans Rp et une fonction g : Vn → Vp de classe C 1 tels que X
puisse être localement représentée comme le graphe de la fonc-
tion g.







M′ ∈ Vn
M′′ ∈ Vp

F(M′,M′′) = 0







⇐⇒
{

M′ ∈ Vn
M′′ = g(M′)

}

133.2 En particulier, si F = (F1, F2) ∈ C 1(R3,R2), alors la ligne
de niveau X = [F(M) = 0] peut être vue localement comme
l’intersection des deux surfaces

Σ1 = [F1(M) = 0] et Σ2 = [F2(M) = 0].

Si en un point M0 ∈ X les dérivées partielles

∂F1
∂z

(M0) et
∂F2
∂z

(M0)

ne sont pas nulles, alors X peut être vue localement comme l’in-
tersection des deux surfaces

[z = g1(x, y)] et [z = g2(x, y)].

Si de plus la matrice









∂F1
∂y

(M0)
∂F1
∂z

(M0)

∂F2
∂y

(M0)
∂F2
∂z

(M0)









est inversible, alors X peut être vue localement comme une
courbe paramétrée :

(y, z) =
(

f1(x), f2(x)
)

.

133.3 On suppose que y = f1(x) et z = f2(x) sur la courbe

[F1(x, y, z) = 0] ∩ [F2(x, y, z) = 0].

Exprimer les dérivées de f1 et f2 en fonction des dérivées par-
tielles de F1 et de F2.
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Pour aller plus loin

134. Questions pour réfléchir
1. On suppose que f est différentiable en M0 ∈ U.
1.a Définir le sous-espace affine tangent au graphe de f au

point M0.
1.b En donner une représentation paramétrique et en dé-

duire sa dimension.
1.c Considérer le cas d’une fonction numérique f : U → R ;

le cas d’une fonction dérivable f : I → R.
2. Comment définir la différentielle seconde d’une applica-

tion de classe C 2 ?
135. Fonctions homogènes
Une fonction f , définie sur U = R2 \ {(0, 0)}, est dite homogène
de degré α ∈ R lorsque

∀ u ∈ U, ∀ t > 0, f (tu) = tα f (u).

1. Soit f ∈ C 1(U), une fonction homogène de degré α.
1.a Si α > 1, alors les dérivées partielles f ′x et f ′y sont homo-

gènes de degré (α− 1).
1.b Il existe une fonction g ∈ C 1(R) de période 2π telle que

∀ (r, θ) ∈ R∗+ ×R, f (r cos θ, r sin θ) = rαg(θ).

Condition pour que f admette un prolongement continu sur
R

2 ? de classe C 1 sur R2 ?
2. Soit f ∈ C 1(U,R).
2.a Si f vérifie la relation

(⋆) x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
= α f ,

alors, pour tout (x, y) ∈ U, la fonction définie par

∀ t > 0, ϕ(t) = f (tx, ty)

est une solution de classe C 1 sur R∗+ de l’équation différentielle

tx′(t) = αx(t)

et la fonction f est homogène de degré α.
2.b Étudier la réciproque.

136. Homographies et similitudes
On considère la fonction f définie par

∀ z ∈ C \ {−2}, f (z) =
2z+ 1
z+ 2

comme une fonction de U = R2 \ {(−2, 0)} dans R2 :

∀ (x, y) ∈ U, ϕ(x, y) =
(

Re f (x+ iy), Im f (x+ iy)
)

.

La fonction ϕ est de classe C 1 sur U. Pour tout point M ∈ U,
comme il existe (α, β) ∈ R2 tel que

Jac ϕ(M) =

(

α −β
β α

)

,

il existe un scalaire λ ∈ R et une matrice orthogonale P ∈ O2(R)
tels que Jac ϕ(M) = λP.

137. Image d’un arc paramétré par une fonction C 1

On suppose que f : U → F est une application de classe C
1 et

que, pour tout M0 ∈ U, l’application linéaire tangente d f (M0)
est un isomorphisme de E sur F.
On suppose que les deux supports Γ1 et Γ2 de deux arcs para-
métrés (I1,γ1) et (I2,γ2) ont un point commun

M0 = γ1(s1) = γ2(t2).

1. Définir l’angle formé par les deux courbes Γ1 et Γ2 au
point M0.

2. Comparer cet angle avec l’angle formé par f∗(Γ1) et
f∗(Γ2) en P0 = f (M0).

3. Étudier le cas où d f (M0) est une similitude.
138. Développement limité de det
Lorsque la matrice H ∈Mn(R) tend vers la matrice nulle,

det(In + H) = 1+ tr(H) + O(H)

et, en notant CM, la comatrice d’une matrice inversible M,

det(M+ H) = detM+ tr(tCMH) + O(H).

On retrouve le résultat de [42] par densité.


