ENONCES POSES EN JUIN 2009

Chaque année au mois de juin, se déroule un concours blanc commun aux deux classes de MPSI. Voici une sélection
d’exercices qui ont été posés lors des épreuves orales de ce concours blanc. Chaque candidat dispose d’une demi-heure
pour préparer sa planche et d’une demi-heure pour I'exposer.

La plupart des planches sont probablement trop longues pour étre entierement traitées en une demi-heure. Cepen-
dant, s’il faut y passer une heure entiére, c’est que certains points importants du cours n’ont pas été assimilés.

Les questions posées dans ces exercices ne demandent pas une grande dextérité calculatoire (et peuvent souvent
étre traitées sans aucun calcul a condition de maitriser certains aspects théoriques du cours). La plupart d’entre elles
vous obligeront a réfléchir au sens de ce que vous avez fait en cours.

Certaines questions sont assorties d’indications, regroupées a la fin de ce document. Ces indications sont souvent
des questions d’ordre général qui portent sur des points théoriques ou techniques importants (par techniques, il faut
comprendre qu’il s’agit de méthodes de calculs). Il peut étre intéressant de réfléchir a ces indications indépendamment
des exercices dont elles proviennent, car c’est un bon moyen d’approfondir sa compréhension du cours.

Certains exercices sont dépourvus de toute indication. Cela signifie que les techniques a mettre en ceuvre sont d'une
importance essentielle.

Priere de signaler toutes les erreurs que vous releverez (en mentionnant les numéros de planche, d’exercice et de
question) a I’adresse suivante

gregoire.taviot@ac-rouen.fr

en mentionnant [Annales MPSI] comme objet du message.



Planche 1

Exercice 1.1

1. Factoriser le polyndme X* — 4X + 3.

2. Déterminer ’ensemble de définition et étudier les va-
riations de la fonction définie par

f(x) _J'thi_]dt
o t2—4t+3 T

3. Calculer un développement limité a 1'ordre deux au
voisinage de 0 de f(x). En déduire I'allure du graphe de f
au voisinage de l'origine.

4. Calculer la décomposition en éléments simples de la
fraction rationnelle

X2 -1
X2 —4X+3

et en déduire une expression simplifiée de f(x).

Exercice 1.2
On consideére la matrice suivante.

12 3
A=12 3 4
3 45

On note u, 'endomorphisme de R? représenté par la ma-
trice A dans la base canonique de R3.

1. Calculer le rang puis le déterminant de la matrice A.
2. Lamatrice A est-elle inversible ? orthogonale ?

3. Déterminer une base de Keru.

4. Démontrer que les vecteurs (1,1,1) et (0,1,2) appar-
tiennent a Im u.

5. Résoudre I'équation suivante.

X 1
Alyl =12
z 1

Planche 2

Exercice 2.1
1. Résoudre I'équation différentielle suivante

VteR, y”(t) +4y’(t) + 3y(t) = 0.
2. En déduire que I'équation différentielle
VteR, y”(t) +4y’(t) + 3y(t) = cost (%)

admet une, et une seule, solution périodique fo.
3. Soit f, une solution de ().

Calculer la limite de f(t) — fo(t) lorsque t tend vers
+00. Quelle propriété de fo peut-on en déduire ?

Exercice 2.2
L’espace R> est muni de sa structure euclidienne ca-

nonique et on considere la matrice suivante.

1T 11
A=11 1 1
1T 11
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On note u, I'endomorphisme de R? représenté par la ma-
trice A dans la base canonique de R3.

1. Exprimer la matrice A2 en fonction de A.
2. Lamatrice A est-elle inversible ? orthogonale ?

3. Si deux vecteurs x et y sont représentés dans la base
canonique de R? par les matrices-colonnes X et Y, com-
ment peut-on exprimer le produit scalaire (x|y) ?

4. Vérifier que les vecteurs

V1 = (])])]))
V2 (])_LO)
et vy =(1,0,—1)

forment une base de R3. Cette base est-elle orthonormée ?
Calculer le produit scalaire (vi|u(vj)) pour tout couple
(i,j) tel que 1 < 1,j < 3.

Exercice 3.1

Pour tout n € IN, on pose

Sn :];)qk et un, :L (Xi])ne_x dx.

1. Décrire, en discutant sur q € C, le comportement
d’une suite géométrique de raison q.

2. Décrire, en discutant sur q € C, le comportement de
la suite (Sn)nen-

3. Démontrer que la suite (un)nen est décroissante et
positive. Calculer la limite de cette suite.

Exercice 3.2

1. Soient F et G, deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires dans E. Rappeler la définition de la projection
7 sur F parallelement a G. En déduire que 'application
7 + I est injective.

2. On considere la droite vectorielle &, dirigée par le
vecteur u = (1,0,1) et le plan vectoriel &, d’équation
2x — z = 0. Démontrer que & et ¥ sont supplémentaires
dans R3.

3. On note p, la projection sur & parallelement a Z et
A, la matrice de p relative a la base canonique de R3. Dé-
montrer que p(0,1,0) = (0,1,0).

4. Expliquer pourquoi la matrice A est différente de la



matrice
1 0 1
Ar=10 1 0
2 0 2

(en considérant le noyau de Ay).
Expliquer pourquoi la matrice A est différente de la
matrice

1T 0 -1
A=|0 1 O
-2 0 2
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(en considérant le rang de A»).
Expliquer pourquoi la matrice A est différente de la
matrice

-1 0 1
Az=10 -1 0
-2 0 2

Exercice 4.1

1. Rappeler le développement limité a 1’ordre trois au
voisinage de 0 de 'expression {n(1 + x).
2. En déduire la valeur des limites suivantes.

Jim (140)"

nZ
Jim (1o
Jim (14 2)""

Exercice 4.2

On considere la fonction f : R2 — R définie par
Y (x,y) € R%,  f(x,y) =xe¥ —ye*.

1. Démontrer que f est une fonction de classe ¢! sur R?.
2. Calculer les dérivées partielles de f.
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3.  On suppose que le point M de coordonnées (xo,Yo)
est un point critique de f. Vérifier que e¥o™™° = yo et
que e*° Yo = xo. En déduire que xo > 0, yo > 0 et que
Yo :/] / X0-
4. Etudier rapidement le sens de variation de la fonction
définie par

vt=1, g(t) :exp(t—%) —t.

Que peut-on en conclure sur f?

Exercice 4.3

Existe-t-il des valeurs réelles de « pour lesquelles la
matrice

0 1 «
A=1|-1 2 4
2 -1 1

est inversible ? Donner une base du noyau de A lorsqu’elle
n’est pas inversible.

Exercice 5.1
1. Déterminer trois réels a, b et c tels que

bx+c
X2 —2x+2

x+3 a
Vx>0, ——~t° __4&
e x(x2—=2x+2) x

2. Calculer les primitives de la fonction définie par

x+3

Vx>0, x(x2 —2x +2)

f(x) =

et étudier les limites de ces primitives au voisinage de 0 et
au voisinage de +oo.

Exercice 5.2

On consideére la fonction f définie de la maniére sui-

vante.
1 —cosx

VxeR* f(x)=

2
X
1. Démontrer que f admet un prolongement g, qui est
continu sur R. Que vaut g(0) ?

2.  Démontrer que le prolongement g est en fait de classe
¢ sur R.

3. Calculer le développement limité a I'ordre 2 au voisi-
nage de g. En déduire 1’allure du graphe de g au voisinage
du point d’abscisse 0.

Exercice 5.3
On considére la matrice suivante.

1 0 —1
A=|0 1 0
-1 2 1

1. La matrice A est-elle inversible ?

2. Calculer A? et A3. En déduire une relation de liaison
entre les matrices A, AZ et A3.

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entiern > 2,
la matrice A™ est une combinaison linéaire des matrices A
et A2

4. Pour tout n > 2, calculer le reste de la division eucli-
dienne de X™ par X(X—1)(X—2). Que peut-on en déduire ?



Planche 6

Exercice 6.1

1. Soitn > 1. On suppose que T, et Vy, sont deux poly-
nomes tels que

VO eR, T.(cosB)=V,(cosb).

Démontrer que T, = V5.
2.  Démontrer que, pour tout 0 € R et toutn € N,

2cos0sin(n + 1)0 = sin(n + 2)0 + sinno.

3. Pourn = 1etn = 2, déterminer les deux polyndmes
Ty et T, tels que

Vo eR,
et sin® T, (cos 0) = sin 20.

sin® Ty (cos0) = sin©®

Exercice 6.2

1. Factoriser le polynome 1 — X + 2X2.
2. Calculer le développement limité a 1'ordre deux au
voisinage de 0 de I'expression

f(x) = (1 —x + 2x2).
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3. En déduire I'allure du graphe de la fonction f au voi-
sinage de l'origine.

Exercice 6.3
On considere les matrices suivantes.
1[5 4 1 2
N I A
1. Démontrer que la matrice P est inversible et calculer
son inverse. La matrice A est-elle inversible ? (On ne de-
mande pas de calculer son inverse.)
2. Calculer P!, puis P~ TAP.
3. En déduire I'expression de la matrice A™ pour tout
neN.
4. Onfait tendre n vers +oco. On définit la matrice B dont
les coefficients sont les limites quand n tend vers +oco des

coefficients de A™. Calculer B2 et commenter le résultat
obtenu.

Exercice 7.1

Pour tout n € IN, on pose
/2
Wy = J cos™ t dt.
0

1. Démontrer que la suite (Wn)nen est positive et dé-
croissante.
2. Exprimer en fonction de W;, les intégrales suivantes.

/2
J sin™t dt
0

/2
Jn/z

/2
J sin™t dt
—7t/2

cos™tdt

3. Alaide d'une intégration par parties, démontrer que,
pour tout entier n € N,

/2 /2
J cos“*ztdt:—(n—H)J cos™ tsin” t dt

0 0

et en déduire que

n+1

anN, n——|-2 ne

Wn+2 =

4. Vérifier que la suite de terme général
Un = (M + W Wi

est constante. Que peut-on en déduire?

Exercice 7.2
1. On considere la matrice

Calculer J2, puis J™ pour tout n € N.

2. Onpose A = %(13 +J). Calculer A™ pour toutn € IN.
3. On considere trois suites réelles (xn)neN, (Yn)nen et
(zn)nen telles que

Xn+1 Xn
VneN, |Yni1| =A|Yn
Zn+1 Zn

Exprimer xr,, yn et zn en fonction de n, xo, Yo et zo.

Exercice 7.3
Résoudre I"équation suivante

2007 =1 44

d’inconnue z € C.



Planche 8

Exercice 8.1

On consideére la suite (un)nen définie par les deux
premiers termes up = uj = 1 et la relation de récurrence
suivante.

VneN, uni2=3unit +2un.

1. Démontrer par récurrence que u, € N pour tout
neN.

2. Calculer une expression de u, et en déduire un équi-
valent simple de u,, lorsque n tend vers +oco.

Exercice 8.2
Etudier la conique représentée dans un repére ortho-
normé par l’équation suivante.
2% +y?+3x—y+1=0

On précisera en particulier sa nature, ses axes de symétrie
(et éventuellement son centre), sa focale et son excentri-
cité.
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Exercice 8.3

On considére les matrices suivantes.

4 —15 3 1 3 0
A=|1 —4 1 P=|0 1 0
2 —-10 3 -1 2 1

1. Factoriser I'expression det(A — xI3).

2. Déterminer une base du noyau de A — I3 et une base
de Iimage de A — I3. En déduire,sans autre calcul, que
(A—-13)% =0.

3. Démontrer que la matrice P est inversible et vérifier
que

100
PTAP=10 1 1
0 0 1

Exercice 9.1
On considere les deux fonctions définies par
VxeRy, f(x)=e ™ et g(x)="~f(x)—x

ainsi que la suite (un)nen définie par son premier terme
up = 1/2 et la relation de récurrence

VneN, upi1="flun).

1. Démontrer que la fonction g réalise une bijection de
R sur ]—o0, 1]. On notera en particulier «, 'unique solu-
tion de I'équation g(x) = 0. Préciser le signe de g(1/2).

2. Démontrer a 'aide de I'inégalité des accroissements
finis que

vVneN,

que
vVneN,

En déduire que

et conclure.
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Exercice 9.2

Vérifier que la conique représentée par I'équation sui-
vante dans un repere orthonormé est une hyperbole.

23 —y? 4+ 3x+4y+1=0

Déterminer les asymptotes, le centre et les axes de symé-
trie de cette hyperbole. Calculer également sa focale et son
excentricité.

Exercice 9.3

Parmi les matrices suivantes, lesquelles ne sont pas
inversibles ?

Exercice 10.1

U1 —of < Jup —«f.
En déduire que la suite (un )nen est minorée par uyp. M1 2 0] M1 3 2
3. Démontrer qu'il existe une constante 0 < K < 1 telle Ar=12 1 0] A,=|2 -2 —4
|1 -3 0] -1 1 2
Un 1 —of < Kluy — o 2 1 3] 1 2 1
Az=10 =1 4f As=|-1 1 1
vyneN, |up,—o <K? 0 0 7 |3 0 —1
3. Démontrer que
1. Etudier le sens de variation sur R’ et les limites (en 0 I ~1/m2

et en +00) de la fonction définie par

1
f(x) = Arctanx + Arctan "

2. Pour tout entier n € N, calculer I'intégrale suivante.

I J"3 dt
T T4t

lorsque n tend vers +oo.

Exercice 10.2

1. Déterminer et représenter graphiquement I’ensemble
de définition de la fonction suivante.

f(x,y) = In(1 + xcosy)



2. Démontrer que I'ensemble

Q= {(x,y) eR? : X’ +y? < %}

est un ouvert de R? et que la fonction f est de classe ¢’
sur Q.

3. Calculer les dérivées partielles de f en un point de Q.
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Exercice 10.3

On consideére la matrice suivante.

1T 11
A=1|1 0 1
1T 11

1. Lamatrice A est-elle inversible ?

2. Calculer det(A — Al3) pour A € R.

3. Pour quelles valeurs de A € R la matrice A — Al3 est-
elle inversible ? Dans le cas contraire, préciser une base du
noyau de A — Al3.

Exercice 11.1

L'espace E = R est muni de sa structure euclidienne
canonique.
1. Donner un exemple de base orthonormée.
2. Quelle est la dimension du sous-espace F représenté
par I'équation suivante ?

2x+y—2z=0

Donner une base du sous-espace F*.
3. Calculer la matrice de la projection orthogonale sur F.
Exercice 11.2

Pour tout entier n > 1, on pose

s n
Uy = § SR
k2 +n?
il

1. Démontrer que
1
Yyn>1, zgungL

2.  Montrer que la suite (un)nen tend vers /4.
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Exercice 11.3

1. Démontrer que les solutions de 1’équation
12x+7y =0

d’inconnue (x,y) € 7 sont les couples (7k,—12k), le pa-
rametre k parcourant Z.
2.  Démontrer que I'équation

12x +7y =1

admet une solution (xo,Yyo) € Z?. En calculer une et en
déduire une solution de I’équation

12x + 7y = 2.
3. Déterminer l’ensemble des solutions dans Z? de
I'équation

12x+7y = 2.

Exercice 12.1

On se place dans l'espace R® muni de sa structure eu-
clidienne orientée canonique.
1. Soit Z = (uq,u;,u3), une famille de trois vecteurs de
R3, représentée dans la base canonique par la matrice P
(les colonnes de P sont constituées des coordonnées rela-
tives a la base canonique des vecteurs de la famille %).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur la
matrice P pour que la famille % soit une base orthonor-
mée directe.
2. Soient u et v, deux vecteurs orthogonaux et unitaires
de R?. Expliciter un vecteur w tel que (u,v,w) soit une
base orthonormée directe de IR3. Ecrire la matrice relative
a cette base de I'application f : R® — R? définie par

[x — (x|u) -u+cos6-(x— (x|u) uv
+sin6 - (uAx)].

En déduire la nature géométrique de f.
3. Ecrire la matrice relative a la base canonique de R3

de la rotation d’angle 7t/6 autour de la droite vectorielle
dirigée et orientée par le vecteur n = (1,2, —1).

Exercice 12.2

On consideére une fonction f : R — IR de classe €7 et
la fonction ¢ définie par

2x
vV x # 0, (p(x):J @dt.

x t

1. Pourquoi la fonction ¢ est-elle bien définie sur R*?
Calculer sa dérivée et sa dérivée seconde.

2. Démontrer que ¢’(x) tend vers f'(0) lorsque x tend
vers 0. Calculer la limite de ¢ " (x) lorsque x tend vers 0.
3. Démontrer qu'il existe une constante K > 0 telle que

Vte[-1,1], [f(t)—f(0) —tf'(0)] < Kt2.

4. Démontrer que ¢ admet un prolongement de classe
¢ sur R et préciser la tangente au graphe de ¢ au point
d’abscisse nulle.



Planche 13

Exercice 13.1

On étudie la courbe plane I" représentée en coordon-
nées polaires par la relation suivante.

voeR, p(0) =2 +sin0.

1. Vérifier que la courbe I' admet 1'axe des ordonnées
pour axe de symétrie.

2. La courbe présente-t-elle un point singulier ?

3. Calculer une équation de la tangente et la courbure au
point de I' représenté par 6 = 0.

4. Exprimer, sous la forme d’une intégrale, la longueur
de la courbe comprise entre les points représentés par
0=0etd=m

Exercice 13.2

On considere la suite définie par la donnée de son pre-
mier terme ug = 1 et de la relation de récurrence suivante.

vVneN, un+1:un+u—z

n

1. Représenter graphiquement le comportement de la
suite (Up )neN-
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2.  Démontrer que la suite (un )nen est strictement crois-
sante et qu’elle tend vers +oco.

3. Pour quel réel « la différence uy, ; — uy admet-elle
une limite finie non nulle ?

4. Enadmettant que

X

. u
lim —=& =

Iim u®, ; —u&
n—+oco M nAt1 s

n—+oo
que peut-on en déduire sur la suite (un)nen ?

Exercice 13.3

1. Décomposer en éléments simples la fraction suivante.

1
X2 +4X+3

2. En déduire une expression simplifiée, puis la limite
lorsque n tend vers +o00, de la quantité suivante.

b 1
Y s
— k2 44k +3

Exercice 14.1

1. Factoriser le polyndme X? + 4X + 3.
2. Déterminer I'ensemble de définition et étudier les va-
riations de la fonction définie par

4
fx) = | 5———dt.
() JO 2 +4t+3

3. Calculer la décomposition en éléments simples de la
fraction rationnelle

X241

X2 +4X+3

et en déduire une expression simplifiée de f(x).
4. Vérifier que le graphe de f admet une asymptote
au voisinage de +oo. Déterminer une équation de cette

asymptote et préciser la position du graphe de f par rap-
port a I'asymptote.
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Exercice 14.2

1. Reconnaitre la courbe plane I représentée dans un re-
peére orthonormé par le paramétrage suivant.

(x(t), y(t)) = (1 +2sint, =2 —cost) (0 <t < 2m).
2. Calculer une équation cartésienne représentant la
courbe T".
3. Vérifier que le point A de coordonnées (1,—1) appar-
tient a la courbe T et calculer une équation cartésienne de
la tangente a I" au point A.
4. Donner une équation cartésienne du cercle ¢ centré a
'origine et passant par le point A, ainsi qu'une équation
cartésienne de la tangente a ¢” au point A.

5. Exprimer la longueur de la courbe I" sous la forme
d’une intégrale.

Exercice 15.1

1. Factoriser le polyndme 1 — X — 2X2.
2. Calculer le développement limité a I'ordre trois au
voisinage de 0 de "expression

f(x) = (1 —x — 2x2).
3. En déduire I'allure du graphe de la fonction f au voi-
sinage de l'origine.
Exercice 15.2

1. Démontrer la continuité de la fonction

f: R3>SR

définie par

f(x,y,2z) = V/x2 +y2 +22.

v (X)y)z) e IR‘3)

La fonction f est-elle de classe €' sur R3?

2. Démontrer que la fonction f est de classe ¢ sur
R>\{(0,0,0)}.

3. Lafonction f admet-elle des points critiques ?

4. Déterminer le minimum de la fonction f.



Exercice 15.3

On considére la matrice

et I’ensemble
E={al3 +bJ3, (a,b) € R*}.
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1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de
M3 (R). Quelle est sa dimension ? Vérifier que E est aussi
un sous-anneau de Mi3(RR).
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante,
portant que a et b, pour que la matrice al3 + bJ3 soit in-
versible dans 93 (IR).

Est-elle alors inversible dans ’anneau E ?

Exercice 16.1

On considere la courbe plane I" représentée par le pa-
ramétrage suivant.

1 t
"o YWWeE T
1. Démontrer que la courbe I est bornée.
2. Les applications [t — x(t)] et [t — y(t)] sont-elles
injectives ? Démontrer que la courbe I' n’a pas de point
double (autrement dit, I'application [t — (x(t),y(t))] est
injective).
3. A l'aide d’'un développement limité a 'ordre deux,
préciser l'allure de la courbe au voisinage du point Mg
représenté par le parametre t = 0 (position, tangente, po-
sition par rapport a la tangente et courbure en ce point).
4. En remarquant que t = y(t)/x(t), déterminer une
équation cartésienne vérifiée par la courbe I'. Commenter.

VteR, x(t)

Exercice 16.2

Pour tout (x,y) € (]Rj)z, on pose

Yy
f(x, ) :J tnt

—— dt.
« T+t2

Planche 17

1. Pourquoi la fonction f est-elle bien définie sur (Ri)z ?
Etudier le signe de f.
2. Démontrer que l'application

[y — f(1,y)]

admet une limite, finie ou infinie, au voisinage de 0 et au
voisinage de +oo.
3. Démontrer que

y
Vo<y<l, |f(1,y)|<J' (ntdt.

1

Que peut-on en déduire sur f au voisinage de 0?

4. A l'aide du changement de variable u = 1/t, com-
parer les expressions f(1,y) et f(1,1/y). Que peut-on en
déduire?

Exercice 17.1
1. Démontrer que la fonction f : R2 — IR définie par

VY (x,t) € R?,

f(x,t) = cosx e ¢t
(ot1 ¢ € RY) est de classe €2 sur R2.
2. Déterminer les points critiques de f.
3. Vérifier que la fonction f est une solution de I'équa-
tion suivante. 5 5
czﬂ of =0
ox2  ot?

Exercice 17.2
1. Développer I'expression suivante.

i

qx,y) = [x y}ALﬂ ol 18 1

2. Pour —m/2 < 8 < m/2, exprimer q(cos6,sin@) en
fonction de u = tan 6.

3. Démontrer que la fonction définie par

36u+ 15

=1
o(u) 2

atteint un maximum (en un point qu’on notera u1) et un
minimum (en un point qu’on notera u;).

4. Vérifier qu'il existe deux scalaires A et A, qu’on cal-
culera, tels que

Aaf=rle) e alel =l

5. Vérifier que la conique d’équation
14x? —y? +36xy = 1

est une hyperbole. Préciser son centre, ses axes de symétrie
et ses asymptotes.
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Exercice 18.1

L'espace R? est muni de sa structure euclidienne ca-
nonique.
1. Le couple (x,y) € R? étant donné, résoudre le sys-
téme suivant, d’inconnue (u,v) € R?.

2u+ v=x
—u+2v=y

2. Démontrer qu’il existe une base # = (f1,f,) de RZ, et
une seule, telle que

(x,y) = ZXTQ S+ X‘gzy
On notera P, la matrice de passage de la base canonique a
la base #.

3. La base # est-elle orthogonale? orthonormée? La
base canonique et la base % ont-elle la méme orientation ?
4. On considere la conique I, représentée par I'équation
cartésienne

V(Xay) GRza 'fZ-

7x% +13y? + 8xy = 25
dans la base canonique de R?. Par quelle équation carté-
sienne cette conique est-elle représentée dans la base % ?
5. En déduire la nature de la conique I" et préciser son
excentricité.
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Exercice 18.2

1. Soit f € ¥*°(IR), la solution de I'équation différen-
tielle

(t2 4+ 1y”(t) + 2y’ (t) + (t — T)y(t) =sint
qui vérifie la condition initiale
{f(0) =0, f'(0) =1}.
Que vaut f”(0)?

2. En déduire l'allure du graphe de f au voisinage de
t=0.

Exercice 18.3

1. Déterminer les solutions dans Z? de I'équation
4x +7y = 0.

2. Endéduire les solutions dans Z? de l’équation
4x + 7y = 3.

3. Léquation4x+7y = 3 a-t-elle des solutions dans N2 ?

Exercice 19.1
On considére la fonction f : R} — R définie par

Vx>0, f(x) =x"T1/x,

1. Calculer un équivalent de f au voisinage de 0. Tra-
duire géométriquement le résultat obtenu.

2. Calculer un équivalent de f(x) — x au voisinage de
+o0. Traduire géométriquement le résultat obtenu.

3. Onposex =1+ h. Démontrer que

1
f(x)=1+2h— zh3 + o(h?)

pour h voisin de 0. En déduire I’allure du graphe de f au
voisinage de x = 1.

Exercice 19.2

On considere 1'ensemble E des matrices triangulaires
supérieures de M3 (IR) dont tous les coefficients diagonaux
sont nuls.

1. Démontrer que E est un espace vectoriel et donner sa
dimension.
2.  Démontrer que

VMeE, M3=0.

3. Onpose

1
VM € E, exp(M):I—I—M—I—EMZ
et (n(I+M) :M—%Mz.

Vérifier que les matrices exp(M) — I et {n(I + M) appar-
tiennent toutes deux a E, puis que

in(exp(M)) =M et exp(In(I+M)) =M.

4. Démontrer que
VkeN, exp(kM)= [exp(M)}k.

Démontrer que exp(M) est inversible et que son inverse

est exp(—M).

5. A quelle condition a-t-on

exp(A + B) =exp(A)exp(B) ?
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Exercice 20.1

1. Calculer le développement limité a 1'ordre trois au
voisinage de 0 de I'expression

1—u

iy

2. On considere, pour tout entier n € NN, la fonction
fn @ R% — R définie par

Vx>0, o
Pour tout n > 1, exprimer f;, en fonction de f,, et de f,,_;.
En déduire, pour tout n > 2, I'expression de f;] en fonction
de f,, fn_qetfn_o.

3. Démontrer que, pour tout n > 2, 1'équation f;;(x) = 0
admet deux solutions u,, et vy telles que 0 < un < vy.

4. On pose alors an = fn(un) et by = fr(vn). Calculer
la limite du rapport a, /by lorsque n tend vers +oo.
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Exercice 20.2

On considere 'endomorphisme f de R* représenté
dans la base canonique par la matrice suivante.

-1 2 =2
o 1 -1
-1 1 0
-1 1 0

_—_O —

1. Onnote u; = (1,1,0,0) et us = (0,0,1,1). Calculer
f(uq) et fuz).

2. Déterminer deux vecteurs u, et us de R? tels que
fuz) =uy et f(us) = u3z + uy et tels que la famille

P = (U],U2,u3,U4)

soit une base de R*.
3. Ecrire la matrice B qui représente f dans la base .
Calculer B™ pour toutn € N.

Exercice 21.1
1. Démontrer que la fonction f : R — IR définie par

Vx>0, f(x) =x+nx
réalise une bijection de R sur R.
Pour tout n € N, on notera x,, 'unique solution de
I'équation f(x) = n.
2. En vérifiant que {nx < x pour tout x > 0, démontrer

que
n
VneN, 7 <

3. Vérifier que {n(xn)/n tend vers 0 et démontrer que
Xn ~ 1 lorsque n tend vers +-co. En déduire que

N

Xn <M.

Xn Xn—n
n— ~
n n

et que

Im xpi7—%xn=1.
n—-+oo

4. Pourtoutn > 1, on pose
n—xn
Uy = ——.
nn

Vérifier que u, — 1 tend vers 0 et en déduire que
1
1T—u, ~—
n

lorsque n tend vers +oo.
5. Démontrer enfin que

{nn {nn
xn:n—fnn—FT—Ho( )

Exercice 21.2
On consideére les matrices suivantes.

1 4 1 1
M= |1 4 1
1T 1 1 1 1 4

1 1
I=1; P1=§] Pzzl—gl-

1. Vérifier que P; et P, sont des matrices de projection,
que P1P, =P,Py =0etque Py +P, =1L

2. On suppose que X est une matrice-colonne telle que
P1X =0. Que vaut P, X?

3. Démontrer que

1
YAER, M—A=(1-AP; + (E_y\)pz

et en déduire par récurrence que

1
M™ = P; 4 =—P,.

vVneN, on

4. SoitA € R.Onsuppose que X est une matrice-colonne
non nulle telle que MX = AX.

En considérant les matrices colonnes P; (M — AI)X et
P> (M — AI)X, démontrer que

(1—A)P1X =0

ou que
(1-2A)P2X =0.

En déduire que
—oubienA=1,Pi1X=XetP,X=0;
— oubienA=1/2,P1X=0etP,X=X.
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Exercice 22.1

1. Factoriser le polyndme X3 — 3X? + 2 en remarquant
qu’il admet une racine réelle évidente.
2. Etudier les variations de la fonction

f:10,9[— R
définie par
2
A

Représenter graphiquement la fonction f.
3. Etudier le signe de f(x) — x et compléter la figure pré-
cédente en tracant la droite d’équation y = x.

Démontrer que I'équation f(x) = x admet deux solu-
tions : la solution évidente 1 et une autre solution A1 > 1.
4. Soit0 < x < A7. Démontrer que f(x) existe bien et que
0 < f(x) <A

Pour tout réel 0 < « < Ay, il existe donc une suite
(Un)nen définie par la donnée de son premier terme

VO<x<9, f(x)

Uy = &X
et la relation de récurrence

YneN, uni ="f(un).

Démontrer que la suite (un)nen est monotone et calculer
sa limite.
Exercice 22.2

1. Soient P € RI[X], un polyndme et A € M3(RR), une
matrice triangulaire supérieure. On note a;, a; et as, les

coefficients diagonaux de A. Exprimer les coefficients dia-
gonaux de P(A).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante simple
sur le réel m pour que la matrice

1 m m
Am)=1]0 T—m 0
0 0 1—m

soit inversible.

3. Soit P, € R[X], un polyndme tel que Py [A(m)] soit

la matrice nulle. Que peut-on dire des racines de P ?
Déterminer deux réels a(m) et b(m) tels que

A(m)? = a(m)A(m) + b(m)I

et en déduire, lorsque m # 0, une expression de A(m)~!
comme combinaison linéaire de A(m) et de 1.
4. On considere les matrices suivantes.

0 -1 —1
j=10 1 0| et P=I-].
0 0 1

Vérifier que | et P sont des matrices de projections, que
P] =JP =0etque ] +P =P+ ] = L Démontrer par
récurrence que

YmeR,VneN, [A(m)] =P+ (1-m)"].



ENONCES POSES EN JUIN 2009

(INDICATIONS)

Indication 1.1

2. Soient a < B, deux réels. A quelle condition néces-
saire et suffisante sur x € R le segment [0 < x] ne contient-
ilnio, niB?
3. A quel ordre faut-il limiter le développement d’une
fonction ¢ pour obtenir un développement limité a ’ordre
deux des primitives de ¢ ?

Interprétation géométrique d'un développement li-
mité a I'ordre deux ? Que se passe-t-il lorsque le terme du
second ordre est nul ?

Indication 1.2

1. Dans quel cas la connaissance du rang d’une ma-
trice permet-elle de connaitre son déterminant sans cal-
cul ? Dans quel cas la connaissance du déterminant d"une
matrice permet-elle de connaitre son rang sans calcul ?

5. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la
matrice A et sur la colonne y pour que I'équation linéaire
Ax =y admette au moins (resp. au plus) une solution.

Indication 2.1

3. Quelle est la propriété fondamentale des équations
différentielles linéaires? Quelles sont les conséquences
techniques de cette propriété fondamentale? Interpréter
physiquement ces conséquences.

Indication 3.2

1. Deux sous-espaces F et G de E sont supplémentaires
dans E si, et seulement si, l'équation x+y = Og d’inconnue
(x,y) € F x G admet (x,y) = (0g, Og ) pour seule solution.
2. Condition nécessaire et suffisante pour que deux
droites vectorielles soient supplémentaires dans R? ? pour
qu’une droite et un plan vectoriels soient supplémentaires
dans R? ? Interprétation géométrique ?

Indication 5.2

2.  Pour démontrer que le prolongement g est dérivable
sur R, un développement limité suffit. Pourquoi ?

Pour démontrer que g est de classe ¢”' sur R, on peut
invoquer un théoréme : lequel ? pourquoi est-ce le moyen
le plus efficace?

Indication 6.3

2. Lemoyen le plus efficace pour calculer I'inverse d"une
matrice de 91, (IR) est d"appliquer les formules de Cramer.
(Cela vaut aussi pour la résolution d"un systéeme de deux
équations en deux inconnues.)

3. 1l faut savoir que (P~'AP)™ = P~ TA"™P pour tout
n € N et que, si la matrice A est inversible, cette identité
vaut en fait pour tout n € Z.

Indication 7.3

Les équations non linéaires qu’on sait résoudre dans C
sont peu nombreuses. Il s’agit de z2 = u+iv; de z"* = pe'®
(avec les racines n-iemes de 1'unité) ; de exp(z) = pe'® et
de toutes celles qui s’y ramenent. C’est tout !

Indication 8.3

2. Quel que soit I'endomorphisme f € L(E), les proprié-
tésfof =0etImf C Kerf sont équivalentes. (Pourquoi ?)
3.  Quelles sont les différentes méthodes pour démontrer
qu'une matrice de Mt3(R) est inversible ? Dans quel cas le
calcul du déterminant est-il une méthode efficace?

Si A représente un endomorphisme u € L(R?) dans
la base canonique %y, alors P~ AP représente le méme
endomorphisme u dans une autre base %. Comment
connaitre les coordonnées des vecteurs de % relatives a
la base canonique %, ? Comment en déduire I'image par
u des vecteurs de #? Comment en déduire la matrice
P~'AP sans calculer la matrice P~ ?

Indication 9.1

Représenter y = f(x) ety = x sur une méme figure. Quelle
information doit apporter I'étude de g ?

3. Exemples d’applications lipschitziennes? Comment
I'inégalité des accroissements finis permet-elle de caracté-
riser les applications lipschitziennes et dérivables ?

Indication 9.3

Quelles sont les valeurs possibles pour le rang d’une ma-
trice A € M;3(K)? Que dire d'une matrice de rang nul ?
Est-il facile de reconnaitre une matrice de rang 1 ? une ma-
trice dont le rang est supérieur a 2? une matrice dont le
rang est inférieur a 27

Indication 11.1

2.  Comment trouver sans calcul un vecteur normal a
un hyperplan dont on connait une représentation carté-
sienne ? Quelle hypothese doit-on faire sur la base dans
laquelle la représentation est donnée ?
3. La projection orthogonale p sur un plan & et la pro-
jection orthogonale q sur la droite = 2~ sont liées par
une relation trés simple : laquelle ?

Comment s’exprime la projection orthogonale sur la
droite R - u? Comment cette expression se simplifie-t-elle
lorsque le vecteur u n’est pas unitaire ?

Indication 11.2

1. Une moyenne est toujours comprise entre la plus
grande valeur et la plus petite valeur. Comment relier u,
a une moyenne ?

Indication 12.1

Par définition, pour la structure euclidienne orientée cano-
nique, la base canonique est une base orthonormée directe.
Que dire d"un produit scalaire sur R™ pour lequel la base
canonique est orthonormée ?

Indication 12.2

3. Comparer l'inégalité de Taylor-Lagrange et I'inégalité
des accroissements finis.



Indication 14.2

3. Comment déterminer une équation cartésienne et un
vecteur directeur de la tangente a une conique dont on
connait un paramétrage cartésien? un paramétrage po-
laire ? une équation cartésienne ?

Indication 15.3

2. Un élément x d’un anneau A est inversible dans A
lorsqu’il existe y, élément de A, tel que xy = yx = 1a.
L'entier 2 est-il inversible dans I’anneau (Q, +, x) ? et dans
le sous-anneau (Z, +, x)? Quels sont les éléments inver-
sibles de (Q, +, x) ? et ceux de (Z,+, x)?

Indication 16.1

1. Le couple (x(t),y(t)) est borné si, et seulement si, les
deux fonctions x(t) et y(t) sont bornées.

Indication 16.2

1. Si f est une fonction continue et positive, alors
fz f(t) dt est du signe de (b — a).

Indication 18.1

2. On peut définir une base % en exprimant ses vecteurs
dans une base donnée %, (ce qui revient a donner les co-
lonnes de la matrice de passage de % a %) ou en expri-

mant les coordonnées relatives a % en fonction des coor-
données relatives a 4 : traduire cette situation a 'aide de
la matrice de passage de %, a #.

Indication 18.3

Comparer la résolution d’une équation du type ax + by =
¢ dans Z? (fondée sur le théoreme de Bézout) et la résolu-
tion de cette équation dans R? (fondée sur I'algorithme de
Gauss) : solutions de 1’équation homogene, solution parti-
culiere, principe de superposition.

Indication 22.1

1. Comment calcule-t-on la somme et le produit des ra-
cines d'un polynéme sans calculer ses racines? (Préciser
les hypothéses nécessaires a ce calcul.)

3. Quel théoréme permet de justifier qu'une équation de
la forme f(x) = 0 admet au moins une solution sur un in-
tervalle I ? Comment ce théoréme permet-il de justifier que
cette équation n’a pas de solution sur I?

Quel théoreme permet de justifier que cette équation
admet exactement une solution sur un intervalle I? Com-
ment justifier que cette équation admet exactement n solu-
tions sur l'intervalle I (ot1 n est un entier naturel supérieur
az2)?



