CONCOURS BLANC MPSI - JUIN 2016

Planche 1

Exercice 1.1

Simplifier

o 22.10-5 *2. ((23)4)—2.53
(20-52)3 25-1.1250 °

Donner une valeur approchée de x de la forme 10™, sa-
chant que In2 =~ 0,693 et {n5 ~ 1,609. Préciser s'il s’agit
d’une valeur approchée par excés ou par défaut.

Exercice 1.2

On pose

m34+3n+1

e i1

Un =

1. Calculer un équivalent de u,. La série > un, est-elle
convergente ?
2. Onposevy =0et

1

Vyn>1, vya=uy— —.
n

La série ) v, est-elle convergente ?
3. Onadmet que

i%r\aﬂnn

k=1

lorsque n tend vers +o0. Démontrer qu’il existe un réel A
tel que

Zuk: %6nn+A+o(1).
k=1

Quel est le signe de A ?
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Exercice 1.3
On considére les matrices

-3 6 —4 210
A=|-14 28 -20 et P=(1 2 2
—18 36 26 0 2 3

1. Justifier 'existence d'un endomorphisme u de R tel
que A soit la matrice de u relative a la base canonique %,.
2. Justifier I'existence d'une base % de R? telle que P soit
la matrice de passage de la base canonique a la base #.

3. Calculer les produits matriciels suivants.

2 1 0
All Al2 Al2
0 2 3

En déduire la matrice P~ AP.

4. Donner un vecteur directeur de Ker u.

5. Quel est le rang de u? Donner une équation carté-
sienne de Imu.

Exercice 1.4
Pour tout t > 0, on pose

1. Simplifier 'expression

2. Etudier les variations de F(x) pour x > 0. Préciser les
limites éventuelles de F(x) lorsque x tend vers 0 et lorsque
x tend vers +oco.

3. Tracer l’allure du graphe de F.

Exercice 2.1
Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle

- X3 + a® — (aX? + a?X)
- (X—a)(X2 +2aX+a?)’

Exercice 2.2
Pour tout entier n € N, on pose

Up = VN2 +n—mn.

1. Calculer un équivalent simple de wu, (équivalent
qu’on notera vy, ), puis un équivalent simple de u, — vy.

2.a. Lasérie ) u, est-elle convergente ?
2.b. Lasérie ) (u, —vn) est-elle convergente ?
3. Soitx € R.. Quelle est la nature de la série )_un,x"?

Exercice 2.3

On consideére la matrice

-5 —6 6
A=|6 7 —6
3 3 -2

1. Démontrer qu'il existe un endomorphisme u de R3
dont la matrice relative a la base canonique %, est la ma-
trice A.



2. Calculer le déterminant de u. Que peut-on en dé-
duire ?

3. Démontrer que le sous-espace Ker(u —I) est un plan.
Donner une équation cartésienne de ce plan (relativement
a la base canonique).

4. Calculer le produit

-2
Al 2
1

En déduire que les sous-espaces Ker(u —I) et Ker(u + 21)
sont supplémentaires dans R3.

5. Démontrer que A’ est une combinaison linéaire de A
etde I3.
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Exercice 2.4

Soit f, une fonction de classe €2 sur R, qui vérifie
I'équation différentielle :

VteR, 4y”(t)+8y’(t)+3y(t)=0

et telle que f(0) =1, f/(0) = 0.
1. Démontrer que, quand t tend vers +oo, le produit
t2f(t) tend vers 0 mais que f(t) n’est n’est pas négligeable

devant e t.

2. Tracer l'allure du graphe de f au voisinage de t = 0.
On précisera la tangente au graphe de f, ainsi que la posi-
tion (locale) du graphe par rapport a cette tangente.

Exercice 3.1
Simplifier
(—422)(—70)? - 143
(—492)(—50)4

Exercice 3.2

Soit (en )nen, une suite telle que
VneN, e,e€{0,1}.

1. Démontrer que la somme

est définie au moins pour x € [0, 1[ et que

1
1—x"

Vo<x<1, 0<S(x)<
2. On suppose que la somme S(x) est définie (dans R)
pour x = 1.

2.a. Que peut-on en déduire sur la suite (en)nen ?

2.b. Pour quelles valeurs de x € R, la somme S(x) est-
elle définie ?

3.  Onsuppose que la somme S(x) n’est pas définie (dans
R) pour x = 1.

3.a. Démontrer que la fonction S = [x — S(x)] est crois-
sante sur [0, 1[.
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3.b. Soit N € N. Démontrer qu’il existe une fonction po-
lynomiale f telle que f(1) = N et que

Vo<x<1, 0<f(x)<Sx).
3.c. Conclure.

Exercice 3.3
On considére la matrice

2 -4 4
A=|-2 -4 4
4 -8 38

1. Démontrer 'existence d’un endomorphisme u de R3
représenté par la matrice A dans la base canonique.

2. Quel est le rang de u? Donner une base de Imu.

3. Donner une équation cartésienne et une base de
Keru.

4. Vérifier que 2u est un projecteur.

5. En déduire que Imu et Keru sont supplémentaires
dans RS.

Exercice 3.4
Tracer I'allure du graphe de la fonction

f=[x— x*—2x—3]

et calculer

J'; f(x) dx.

Exercice 4.1

Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle

4a?X?
X4 —at’

X n X n 2X2 n
X—a X+4+a X2+a?

F:

Exercice 4.2
On consideére la matrice

2 1 2
A=10 5 6
0 -2 -2

1. Lamatrice A est-elle inversible ?
2. Démontrer que (2I3 — A) est une matrice de projec-
tion. Donner une base de son image et une représentation



cartésienne de son noyau.
3. Endéduire une base du noyau de (A —1I3). On pourra
remarquer que

A—13=15— (213 — A).

4. Démontrer que la matrice (213 — A) est semblable aux
matrices suivantes.

10 0 0 0 0
D;=(0 0 O D,=(0 1 0
0 00 0 0 0

5. Endéduire que la matrice A est semblable a la matrice
suivante.

100
D;=(|0 2 0
0 0 2

6. Pourquoi la matrice A n’est-elle semblable a aucune
des matrices suivantes ?

0 0 0 1.0 0
02 0 B,=({0 1 O
0 0 3 0 0 2

By =
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Exercice 4.3
Pour tout entier n > 1, on pose

Vx€Ry, Pulx)=-1+) x*
k=1

1. Démontrer que 'équation P, (x) = 0 admet une, et
une seule, solution x,, et que, pour tout entier n > 2, cette
solution vérifie

0<xn <.

2. Comparer Pn(xn), Pny1(xn) et Puii(Xni1). En dé-
duire que la suite (xn)n>1 est décroissante et converge
vers un réel { compris entre 0 et x,.

3. Onpose

fx) = 2x —1

Vxelol], .
1T—x

3.a. Démontrer que

Vxe [O, Xz],

3.b. En déduire que { = T/5.

Exercice 5.1
Simplifier I’expression

x:\/7—\/ﬁ—\/7+\/ﬁ.

(On commencera par calculer x2.)

Exercice 5.2
Pour tout n € IN, on pose

Uy = VN + 2.

1. Quelle est la nature de la série }_u, ?

2.  Onsuppose que x > 1. Quelle est la nature de la série
> Upx™?

3. Onsuppose que 0 < x < 1.

3.a. Justifier 'existence d'unréely tel que x <y < 1.
3.b. Comparer (avec O, o ou ~) les suites de termes gé-
néraux u, x™ ety™.

3.c. Endéduire la nature de la série >_ u, x™.

Exercice 5.3

On considere 'endomorphisme 1 de R? représenté
dans la base canonique par la matrice

-7 -8 8
A=(11 14 =12
7 9 =7

et le vecteur xo = (3,0, 2).

1. Calculer les vecteurs x1 = u(xo) et x2 = u?(xo).
2.  Démontrer que la famille # = (xo, x1, x2) est une base
de R3. Quelle est la matrice de passage de la base cano-
nique a la base 4 ? Comment obtenir la matrice de pas-
sage de la base # a la base canonique ? (On ne demande
pas d’expliciter cette seconde matrice.)

3.  Onadmet que u3(xo) = —6xo + 7x1.

3.a. En déduire que la matrice A est semblable a la ma-
trice
0 0 —6
F=[1 0 7
01 0

3.b. Calculer detuet tru.
4. Expliquer pourquoi la matrice A n’est semblable a au-
cune des matrices suivantes.

0 0 6 0 10
Bi=(1 0 —7 B=(0 0 1
01 0 —6 7 1

Exercice 5.4
Justifier I'existence de l'intégrale

_J’1 1+ e*
o 0 (X+ex)3

et calculer sa valeur.



Planche 6

Exercice 6.1
Comparer les réels
3 4
y= + :
V5-v2 e+ V2

et

1
TV

Exercice 6.2
Soit (en )nen, une suite telle que

VneN, e,€{0,1}.

1. Démontrer que la somme

+oo
S(x) = Z enx™
n=0

est définie pour tout x € [0, 1[.
2.  On suppose que la suite (e )nen tend vers 1.
2.a. Que dire de la différence

+oo
S(x) — Z x"?
n=0

2.b. En déduire que

lorsque x tend vers 1.

Exercice 6.3
On considére les matrices

On pourra noter u, 'endomorphisme de R> représenté
par la matrice A dans la base canonique.

1.a. Démontrer qu’il existe une base %1 = (e1,€2,€3)
de R telle que P soit la matrice de passage de la base ca-
nonique a cette base %.

1.b. Exprimer les vecteurs u(e;), u(e2) et u(ez) en fonc-
tion des vecteurs de la base %;.

1.c. Endéduire que

P~'AP = Diag(—1,1,2).

2. Calculer tr(A) et det(A).

3. Donner une base de Im u.

4. Onposexo=(0,—-3,2).

4.a. Calculer x; =u(xo) et x» = u?(xo).

4.b. Vérifier que %, = (xo,x1,x2) est une base de R3.
4.c.  On connait sans aucun calcul supplémentaire huit
des neuf coefficients de la matrice de u relative a la base
%, : lesquels ?

Exercice 6.4
Pour tout x > 0, on pose

X elnt d
=, e

Etudier les variations de la fonction F ainsi définie et dé-
montrer en particulier qu’elle admet des limites finies aux
voisinages de 0 et de +oco.

—4 3 6 T 0 =1
A=[-10 5 8 et P=(3 -2 2
2 01 -1 1 =2
Planche 7
Exercice 7.1 Exercice 7.3
Simplifier On considere I'endomorphisme s de R> représenté

_(2°(-25)% 78
(—10%) - 35°

En utilisant la formule du bindme, trouver 'entier le plus
proche de x. Préciser s'il s’agit d"une valeur approchée par
excés ou par défaut.

Exercice 7.2
Pour tout entier n > 5, on pose
V41

={n .
" n—4

1. Déterminer trois réels a, b, c tels que

a n b n c n ( 1 )
Un=—4=+—+—= —
"TUm o nyn C\nyn
lorsque n tend vers +oco.
2. En déduire la nature de la série Y u,,.

par la matrice

-1 0 O
A=]16 -1 —6
-2 0 1

dans la base canonique.

1. Donner un vecteur directeur de F = Ker(s — I) et une
équation cartésienne de G = Ker(s + I.

2. Démontrer que F et G sont supplémentaires dans R>.
3. Endéduire que la matrice A est semblable & la matrice

-1 0 ©
D=0 -1 0
0 0 1

Expliciter une matrice inversible P telle que P~'AP = D.
4. Interpréter géométriquement I'endomorphisme s.

5. Calculer la matrice (relative a la base canonique) de la
projection p sur F parallelement a G.



Exercice 7.4
On considere la fonction f définie par

f(x) x+1

T X2+ xinx
1. Démontrer que I'équation
x+{nx =0

admet une, et une seule, solution. On notera W, cette so-
lution.

Planche 8

2.  Quel est I'ensemble de définition de f? La fonction f
est-elle continue ?

3. Ftudier le signe de f.

4. Pour quelles valeurs de x l'intégrale

a-t-elle un sens ?
5. Calculer explicitement F(x).

Exercice 8.1
Simplifier

. 3v8—2V12+ V20
3V18—2V27 + /45

Exercice 8.2

On consideére 'endomorphisme 1 de R? représenté
dans la base canonique par la matrice

4 2 —4
A=|-7 —4 1
-1 -1 4
et les vecteurs
&1 = (_])3)])) €2 = (_2)5) ”) €3 = (2) _4)_”'
1. Démontrer que la famille #; = (e1,¢2,€3) est une

base de R3. Préciser la matrice de passage, qu'on notera
P, de la base canonique a cette nouvelle base % .
2. Exprimer u(eq), u(ez) et u(e3) en fonction des vec-
teurs de #;. On pourra calculer u(ez) — ¢3.
3. En déduire la matrice P~' AP (sans calculer P~).
4. On considere les vecteurs

Vo = (_])4)])) Vi :U.(Vo), V2 :uz(VO)-
4.a. Démontrer que #; = (vo,Vv1,Vv2) est une base de
R3. On notera Q, la matrice de passage de la base cano-

nique a cette nouvelle base % .
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4.b. Vérifier que
u(v2) =2-vo—5-vi+4-v,

et en déduire (sans calculer Q') la matrice Q' AQ.
5. Démontrer que la famille (I,u, u?) est une famille
libre dans L(IR3).

Exercice 8.3
Pour tout x € R, on pose

x 2 /4 , ,
f(x) :J' et dt et g(x) :J' e X/ 05"t Q¢
0 0

1. Démontrer que les intégrales f(x) et g(x) sont bien dé-
finies pour tout x € R

2. Démontrer que f est de classe ¢! et calculer un équi-
valent de f(x) lorsque x tend vers 0.

3.  Onadmet que

2

u
T—u<e "<l —u+—.

Yu>0, >

3.a. Représenter graphiquement cet encadrement.
3.b. Endéduire que

puis que

[f(x)] + g(x) = %‘ +o(x?)

lorsque x tend vers 0. Représenter graphiquement cette
derniére propriété.

Exercice 9.1
Simplifier
_ (22)7(3)2 (6 4
o (—18)73(=272) 123

Donner un ordre de grandeur de x.

Exercice 9.2
Pour tout entier n > 1, on pose

sinn
an, =

cosT
et b, = .
n

On suppose que la série )} a, est absolument conver-
gente.

1. Exprimer sin(n + 1) en fonction de sinn et cosn. En
déduire que la série ) b, est absolument convergente.

2. Vérifier que

vYneN, |[sinn|+|cosn|>1.

3. Lasérie ) an est-elle absolument convergente ?



Exercice 9.3
On consideére la matrice

-7 3 1
A=19 -1 -1
-2 3 13

et on note u, 'endomorphisme de R3 canoniquement as-
socié a cette matrice.

l.a. Calculer A%

1.b. Vérifier que les matrices colonnes suivantes

1 7 23
o], (9], [ 27
0 —9 27

forment une famille liée dans M3 1 (R).

1.c. En déduire une relation de liaison entre I3, A et A2
dans 913 (R).

2. On suppose que la matrice A est semblable a la ma-
trice

00 4
F=[1 0 -8
01 5

2.a. En déduire qu’il existe une base # = (&1, €2, ¢€3) de

Planche 10

R3 telle que

g2 =ule;) et e3=uley).

2.b. Démontrer que, quel que soit le vecteur ¢, la fa-
mille

(8],11(81 )au2(£1 ))

est liée et conclure.

2.c.  On admet que la matrice A est semblable a la ma-
trice
200
D=(0 2 0
0 01

Comparer tr A et tr F d'une part, det A et det F d’autre part.

Exercice 9.4

1. Donner I'ensemble de définition de la fonction f défi-
nie par
f(x) = (1 —x —2x?).

2. Calculer le développement limité a 1'ordre 3 de f(x)
au voisinage de x = 0. Tracer I'allure du graphe de f au
voisinage de l’origine.

3. Calculer (si elle existe) la limite de v/1 4 xf(x) lorsque
x tend vers —1.

Exercice 10.1
Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle

1 . 2a
X(X+a) X(X2—-a?)

X+a

= CaX(X—a)’

Exercice 10.2

On consideére la matrice

7 —4 4
A=|-2 5 =2
-8 8 -5

et on note u, 'endomorphisme de R> représenté par A
dans la base canonique.
1. Démontrer que le sous-espace F représenté par

x—y+2z=0]

et la droite G dirigée par ¢1 = (2,
taires dans R3.

2. Donner une base (¢2, ¢3) de F et démontrer que F est
stable par u, c’est-a-dire :

—1,—4) sont supplémen-

vxeF u(x)eFk

3. Vérifier que G est stable par u.

4. Démontrer que # = (e1,€2,¢€3) est une base de R3.
Quelle est la matrice de u dans cette base % ?

5. Calculer det A. La matrice A est-elle inversible ?

6.a. Démontrer qu’il existe un, et un seul, polyndme

Po = aX? +bX+c¢

tel que Po(0) =0etPo(1) =Po(3) =1.
6.b. En raisonnant dans la base %, reconnaitre 1'endo-
morphisme

Po(u) = au? + bu+cl.

6.c. Expliciter deux réels o et 3 tels que

A7 = aA + BL;.

Exercice 10.3

On considere la fonction f définie par

a+ bx
Vx <0, f(x)= o1
et par
c+dx
Vx>0, f(x)= ~_1

1. Donner une condition sur a, b, c et d pour que la fonc-
tion f soit continue sur IR. On précisera s’il s’agit d’'une
condition nécessaire ou d"une condition suffisante.

2. Donner une condition sur a, b, c et d pour que la fonc-
tion f soit de classe ¢! sur R.

3. Peut-on choisir les réels a, b, ¢ et d de telle maniere
que la fonction f soit de classe % sur R?

4. Tracerl'allure du graphe de f au voisinage de l’origine
pour



Exercice 10.4
On pose

VxeR, f(x)=x*+x)e .

1. Démontrer que f admet des primitives sur RR.

2. Expliciter les primitives de f.

3. Démontrer que toutes les primitives de f admettent
une limite finie au voisinage de +oo.

4. Lafonction f admet-elle une primitive bornée au voi-
sinage de —oo0?

Planche 11
Exercice 11.1
On pose
x=-3-107, y=2-10"% z=6-10""°.
Simplifier
A (Xzy—z)—s B XZ_Z—I
(27237 Ty =2

puis comparer AB et A/p.

Exercice 11.2

Pour tout entier n > 2, on pose

(1)

o

oll x est un parametre réel fixé.

1. FEtudier la convergence de la suite (un)nen en fonc-
tion de x.

2. Endéduire que la série } u, est divergente pour tout
x> 1.

3. Démontrer I'existence d’une série convergente > v,
telle que

vYn>2, Vxel0,1], [un <vn.

Que peut-on en déduire sur la série ) un ?

Exercice 11.3
1. Démontrer que la matrice

2 -3 2
P=[3 —6 4
2 —4 3

est inversible. (On ne demande pas de calculer explicite-
ment son inverse.)
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2.  On considere trois fonctions x, y et z de classe ¢ T sur
R. On suppose que ces fonctions vérifient le systeme dif-
férentiel suivant.

x'(t) = 2x(t) — 6y(t) + 4z(t)

VteR, y'(t) = —=2x(t) + 3y(t) — 4z(t) (S)
Z'(t) = —6x(t) + 12y(t) — 11z(t)

2.a. Démontrer que x, y et z sont en fait de classe ¢

sur R.
2.b. Donner une matrice A € M3(R) telle que le sys-
teme différentiel (S) puisse s’écrire

x'(t) x(t)
VteR, (y’(t)) =A (y(t)) .
z'(t) z(t)

2.c. Calculer les produits matriciels suivants.

(2 -3 Z)A (3 —6 4)A (2 —4 3)A
2.d. On définit trois fonctions u, v, w en posant :

vVtel,

u(t) = 2x(t) — 3y(t) + 2z(t),
v(t) = 3x(t) — 6y(t) + 4z(t),
w(t) = 2x(t) —4y(t) + 3z(t).

Vérifier que

w(t) =—u(t), Vv'(t)=-2v(t), w(t)=-3w(t)
pour tout t € R. En déduire qu’il existe trois constantes
K1, K3 et K3 telles que

u(t) =Kre b, v(t) =Kie 2, w(t) =Kze 3t
pour tout t € R.
2.e. Exprimer les applications x, y et z en fonction de u,
v et w. En déduire que x(t), y(t) et z(t) tendent toutes les

trois vers 0 lorsque t tend vers +oo.

Exercice 12.1
On considere le polyndme

P=(b—c)(X—a)[(X+a)>+ (b+c)?]
+(c—a)(X=Db)[(X+b)* + (c + a)?]
+(a=b)(X—c)[(X+c)* + (a+b)?]

ol a, b et ¢ sont trois nombres complexes.

1. Calculer P(a), P(b) et P(c). Que peut-on en déduire si
a, b et ¢ sont deux a deux distincts ?

2. Calculer I’expression développée de P.

Exercice 12.2

On étudie I'ensemble E des fonctions continues f
R — IR telles que

x+1
VxeR, f(x) :J f(t) dt.

X

1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de
¢ (R,R).



2. Soit f € E. Démontrer que sa dérivée f’ appartient
aussi a E.

3. Soit f € E, une fonction polynomiale.

3.a. Vérifier que le degré de f ne peut pas étre égal a 1.
3.b. Quelles sont les fonctions polynomiales qui appar-
tiennenta E?

Exercice 12.3

Pour (a,b) € €2, on pose

a 0 0
M(a,b)=(0 1 b]|.
0 0 1

1. Calculer le produit M (a1, b1)M(az,b2).
2. Expliciter une matrice A € M3 (R) telle que

200
A2=1(0 1 1].
0 0 1
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3. Expliciter une matrice A € M3(C) telle que
A? =M(=2,1).

4. Soit B = M(—2,1). On suppose qu’il existe une ma-
trice A € M3(R) telle que A? = B. On note respectivement
u et v, les endomorphismes de R? représentés par les ma-
trices A et B dans la base canonique %y = (e, ez, €3).

4.a. Lamatrice B est-elle inversible ?

4.b. Expliciter une base de Ker(u + 21).

4.c. Démontrer queuov=vou.

4.d. Endéduire que v(er) € Ker(u + 21I).

4.e. En déduire qu’il existe un réel A tel que

vi(er) =A% e

et conclure.

Exercice 13.1
Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle

X? +4aX +4a? —4

F= :
X2 —4a? —2(X —2a)

Exercice 13.2

Pour tout entier n > 2, on pose

(1) (14"

Simplifier I'expression

un:(1+;_n)2+(1_g_n)2

et, si elle existe, calculer la limite de la suite (1, )nen.

Exercice 13.3

On pose

1
dt
Fx)=| ————.
(x) J01+x2+t2

1. Démontrer que l'intégrale F(x) est définie pour tout
x € R.

2.  Démontrer que la fonction F est paire et décroissante
sur R, .

3. Quevaut F(0)?

4. Démontrer que

VxeR,

Que peut-on en déduire ?
5.  Démontrer que

VxeR, 0<F0)—F(x)<x?

En déduire que F est dérivable en x = 0 et que F'(0) = 0.
6. Tracer l’allure du graphe de F.
Exercice 13.4

On consideére la matrice

1T -1 1
A=1(2 1 0].
0 0 1

1. Calculer I'inverse de A (par un algorithme de type pi-
vot de Gauss).

2. Donner une base du noyau et une base de I'image de
la matrice (A — I3).
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Exercice 14.1
Simplifier
(—3)%(—2)3(—6?)
o (=12)34(—-18)2
4-3(=3)"%2-12 °

93

Donner une valeur approchée de x de la forme 10™, sa-
chant que In2 ~ 0,693, In3 ~ 1,099 et {n5 ~ 1,609. Pré-

ciser s’il s’agit d’une valeur approchée par excés ou par
défaut.

Exercice 14.2
On considere la fonction f définie sur R* par

_ {n(1 —x)

Vx <0, 2

f(x)
et par
n(1+x)

Vx>0, T

f(x) =



1. Comment prolonger f en une fonction continue en 0?
2.  Onsuppose que f est continue en 0.

2.a. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a
et b pour que f soit de classe ¢! au voisinage de 0.

2.b. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a
et b pour que f soit de classe ¢! sur R.

3. On suppose que f est de classe ¢! sur R.

3.a. Est-elle de classe ¢ ?

3.b. Tracer l'allure du graphe de f au voisinage de 'ori-
gine.

Exercice 14.3

Pour « € IR, on pose
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1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur «
pour que la matrice M(«) soit inversible.
2. Calculer lI'inverse de M(1).

Exercice 14.4

Calculer I'intégrale

[— r/z _cost g
o b5—3sint

et en déduire un encadrement de I'intégrale

]_J” cos?t
~Jo 5—3sint

Exercice 15.1
Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle

P 2X | 3a +X2+3a2
 X+a X—a X2—a%’

Exercice 15.2
On considere la fonction g définie par

~ Inx

g(x) = ~

et une suite (un )n>2 telle que

1

Vyn>2, 0<u,<e et g(un):ﬁ.

1. Démontrer que la fonction g réalise une bijection de
10, e[ sur un intervalle I qu’on précisera.

2. Démontrer que la bijection réciproque f : I — ]0, e[ de
g admet un développement limité a I'ordre deux au voisi-
nage de 0.

3. Démontrer que la suite (i, )n>2 converge. Quelle est
sa limite ?

4. Vérifier que

13
Un =14 — 45— +o(/n?)

lorsque n tend vers +oo.

Exercice 15.3

On considere 'endomorphisme f de R? canonique-
ment associé a la matrice

6 9 =3
A=|-3 —6 3
-3 -9 6

et le sous-espace vectoriel F représenté par 'équation car-
tésienne

2x —y+3z=0].

Calculer une base du noyau de f.

Calculer une équation cartésienne de Im f.

Calculer une base de F.

. Démontrer que I'image de F par f, c’est-a-dire 1'en-
semble F’ défini par

oW N e

F' = {f(u), u € F},

est un sous-espace vectoriel de R3. Déduire de ce qui pré-
cede une base de F'.

n  2n?
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Exercice 16.1 Exercice 16.3
Simplifier Pour tout entier n € N, on pose
_ 9% (4362 n?+n—2
T Un =3y
Donner une valeur approchée de x. 1. Démontrer que
Exercice 16.2 1 1
Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle 3 SUn S 2

7X—a_ X2 —a?
 X4+a (X+a)?

pour tout entier n assez grand.
2. Pour quelles valeurs de x € R la série )_upx™ est-
elle convergente ?



Exercice 16.4
On considere la fonction f définie par

f(x) = 1/ cos /.

1. Quel est I’'ensemble de définition 2 de f?

2. La fonction f est-elle continue sur Z; ? Est-elle déri-
vable sur 25 ?

3. Démontrer que le graphe de f admet une tangente au
point d’abscisse x = 0. Tracer le graphe de f et cette tan-
gente.

Exercice 16.5

1. Soit P, un polyndéme de degré n. Quel est le degré du
polyndéme
Q=PX)—P(X—-1) ?
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2. Soit k € IN. On suppose qu'il existe un polyndéme Py tel
que

Pr(0) =0 etque Pi(X+1)—Py(X) =X

2.a. Démontrer que deg Py =k + 1.
2.b. Démontrer que Py est divisible par X* + X.
3. Enétudiant 'image de l'application

[P— P(X)—P(X—-1)1,

démontrer que, pour tout k € N, il existe un, et un seul,
polyndéme Py tel que

Pr(0) =0 etque Pi(X+1)—Py(X) =X

Expliciter Ps.

Exercice 17.1
Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle

X2 —2aX + a?
X o
X—a
X+a

F:

Exercice 17.2
1. Pourtoutn € N, on pose

n
Sn: E Uk.
k=0

1.a. Démontrer que, si la série ) u, est convergente,
alors la suite (un)nen tend vers 0 et que la suite (Son )nen
converge.

1.b. Etablir la réciproque.

2. Pour toutn € N, on pose

T n 2n41°

2.a. Démontrer que la série }_ v, est convergente.
2.b. En déduire que la série ), est convergente.
2.c. Lasérie } u, est-elle absolument convergente ?

Exercice 17.3

SoientP : R — RetQ : Ry — R, deux fonctions
polynomiales. On suppose que deg P = 3 et on pose

¥Yx <0, f(x)=Px) et ¥Yx=0, f(x)=Q(x).

1. A quelle condition la fonction f est-elle bien définie ?
On supposera que cette condition est satisfaite.

2. Onsuppose que f est de classe > sur R. Que peut-on
en déduire sur le polynéme Q ?

3.  Onsuppose que f est de classe ¢ sur R. Que peut-on
en déduire sur le polynéme Q ?

Exercice 17.4

Soit A € M, (C), une matrice diagonale :

A1
. )\2
A= D1ag(7\1,7\2, .. -))\n) =

An

On suppose que les coefficients diagonaux de A sont deux
a deux distincts :

Vi£k A # A

1. Soient w1, ..., Hn, des nombres complexes. Démon-
trer qu’il existe une, et une seule, famille complexe
(ao,...,an—1) telle que

n—1

Diag(uh---)lln) =aoln + Z akAk-
k=1

2. Soit B € M, (C).

2.a. Expliciter les coefficients des matrices AB et BA.
2.b. Onsuppose que AB = BA. Que peut-on en déduire
sur B?
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Exercice 18.1
Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle
X—a X+a
p_X+a X-a
1 X+a
X—a

Exercice 18.2
Pour tout n € IN*, on pose

sin® - cos™ 0

Vo elo,n], Rn(0)=

1—cosO

1. Démontrer que la fonction Ry ne peut pas étre prolon-
gée en une fonction continue sur [0, 71].
2.  Démontrer que

M, = max |sin® - cos™ 6|
0<0<m
existe.
3. Calculer M,,.
4. En déduire la limite de nM,,. La série }_ M,, est-elle
convergente ?
Exercice 18.3

Démontrer que la matrice

1 2 3
A=(1 2 2
1T 11
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est inversible et calculer son inverse (en utilisant 1’algo-
rithme du pivot).

Exercice 18.4
On considere 1'espace vectoriel E = ¢>°([0,1],R) et

on pose

1

Vf,gcE (flg) =J F(D)g(t) + (D)’ (¢) dt.

0

1. Démontrer que (-|-) estun produit scalaire sur E.
2. Démontrer que 'ensemble

V={gek: g(0)=g(1)=0}

est un sous-espace vectoriel de E. Quelle est sa dimension ?
3. Démontrer que I’'ensemble

W={heE:h"=h}

est un sous-espace vectoriel de E. Quelle est sa dimension ?
4. Démontrer que V et W sont orthogonaux.
5. Démontrer que V et W sont supplémentaires dans E.

Exercice 19.1
Résoudre I'équation suivante.

10°+10"+10%=10"° %

Exercice 19.2
Soit a € C. Simplifier la fraction rationnelle

X—a X+a
+2+
F:X—I-a X—a
1+X+a ’
X—a

Exercice 19.3

Soit a € R. On pose

T a
Uy = tan(— + —).
4 n

1. Démontrer que la suite (u,) tend vers 1.
2. Etudier la limite de uj.

Exercice 19.4
On pose

F(x) :J cost - In(1+ cost) dt.

1. Quel est I'ensemble de définition de F?

2. Démontrer que F est de classe & T impaire et crois-
sante.

3. Calculer un développement limité de F a 1’ordre deux
au voisinage de x = 0.

4. Calculer un développement limité de F a ’ordre trois
au voisinage de x = 7.

5. Expliciter la valeur de F(x) au moyen d’une intégra-
tion par parties. En déduire la limite de F(x) au voisinage
de .

6. Tracerl'allure du graphe de F.

Exercice 19.5

L'espace R* est muni de sa structure euclidienne
canonique. On considere I'endomorphisme s représenté
dans la base canonique par la matrice

1T 0 -1 0
1o 1 0o —1
A=310 0 1 o

o0 -1 0 1

1. Labase canonique est-elle orthonormée ?

2. Quel est le rang de s ? Donner une base orthonormée
de Imss.

3. Donner une base orthonormée de Ker s.

4. Démontrer que Ker s et Im s sont orthogonaux.

5. Comparer Im s et Ker(s —I). En déduire une interpré-
tation géométrique de s.
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Exercice 20.1
Simplifier les expressions

A_3tV5 3-45
7+V5 7—+/5
En déduire A/p.

Exercice 20.2
On note ay, a; et as, les racines du polyndéme

_1-V5 14V5

et B= — .
445 4-/5

Po=X>+X*+1
et on étudie le systeme

x + a1y + afz = af
x + axy + a%z: a; (S)
x+a3y+a§z:a3

1. Les scalaires a;, az, az sont-ils tous réels ?

2. Expliquer comment la division euclidienne de X* par
Po permet de trouver une solution particuliere de (S). Ex-
pliciter cette solution particuliere.

3. Démontrer que cette solution particuliere est la seule
solution possible.

Exercice 20.3

1.a. Démontrer que la série }_ 2P est convergente.
1.b. En déduire que la suite de terme général

T 1

X“:H<]+z_p)
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converge vers une limite strictement positive.
2. Soit )} un, une série de terme général positif. On pose

n
VneN, Sp=) wu
k=0

et on suppose que

Vn>1, 52n<(1+%)~sn.

Démontrer que la série ) u,, est convergente.

Exercice 20.4

Pour tout x > 0, on pose

* Int
Fx)=| —= dt.
() L 1+12

1. Justifier que l'intégrale F(x) est bien définie pour tout
x > 0 et que la fonction F ainsi définie est de classe €*°.

2. Etudier le sens de variation de F.

3. Comparer F(x) et F(1/).

4, Soit0<x< 1.

4.a. Démontrer que

X

{ntdt.

o<F(x)<L

4.b. En déduire que F tend vers une limite { € [0,1] au
voisinage de 0.
5. Tracer l’allure du graphe de F.

Exercice 21.1
On considére le polyndéme

P=a?b—X)+b*(X—a)+ (a—b)X?

ol a et b sont deux réels distincts.

1. Démontrer que P est divisible par (X — a)(X —b).

2. Onsuppose que a, b, c sont trois entiers distincts. Dé-
montrer que P(c) est divisible par (a — b)(b —c)(c — a).
Quelle est la valeur du quotient ?

Exercice 21.2

Soit f, 'endomorphisme de R> représenté par la ma-
trice

31 -1
A=1-1 3 1
0o 2 2

dans la base canonique.

1. Vérifier que Ker(f—21) et Ker(f—4 1) sont deux droites
vectorielles. On donnera un vecteur directeur de chacune
d’elles.

2. Vérifier que Ker[(f — 21)?] est un plan et donner une
équation cartésienne de ce plan.

3. Démontrer que Ker(f — 41) et Ker(f — 21)? sont sup-
plémentaires dans R3.

4. On considere trois suites (an)nen, (bn)nen et

(cn)nen telles que

Qny1 = 3an + by — cqn
YneN, bni1 = —an + 3bn + cn .
Cnt+1 = 2bn + 2cn

4.a. On suppose que ap, bp et co sont des entiers. Dé-
montrer que an,, by, et ¢, sont des entiers pour toutn € N.
4.b. Onsuppose que ap =0etby =co = 1. Calculer an,
b, et ¢, en fonction de n.

Exercice 21.3

Soit fp, une fonction continue de [0, 1] dans RR.
Pour tout entier n € N, on pose

X

Vx0T, frsr(x) =J (1) dt.

0

1. Démontrer qu'il existe une constante A > 0 telle que
Vxel0,1], |folx)| <A.

2. Démontrer que, pour toutn € N,

Vx e lo,1],



3. Endéduire que la somme

+o0
S(x) =Y falx)
n=0
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est bien définie pour tout x € [0,1] et que la fonction S
ainsi définie est bornée sur [0, 1].

Exercice 22.1
Pour tout réel x > 0 et tout entier n > 1, on pose

n

fa(x) =e Y™ et Fp(x)= J e Vidt.

n—1

1. Onsuppose que le réel x est fixé.

1.a. Calculer les limites de n3f, (x) et de 3™ f (x).
1.b. En déduire que la somme

est bien définie pour tout x > 0.
2.  Démontrer que

Vx>0,Vn>T1, Fuir(x) < falx) < Fu(x).

En déduire que la série ) Fn (x) converge pour tout x > 0.

3. Démontrer que

Xn “+o00
lim J e Vidt= Y Fu(1)
n=1

n—-+oo 0

quelle que soit la suite (xn )Jnen qui tende vers +oo.
4. Démontrer que

Vo<x<y, 0<S(y)<Skx).
Que signifie cette propriété?

5. Soit x > 0.

5.a. Démontrer pour tout N > 1 que

N ] NXZ
Z Fr(x) = - J e V¥ du.
n=1 x 0

5.b. Endéduire que

+oo 1 +o0o
S Fal) =3 Y Fall
n=1 n=1

6. Démontrer que S(x) = O(1/x2) au voisinage de +o0 et
qu’il existe une constante A > 0 telle que

S(x) ~ 5
au voisinage de 0.

7. Tracer I'allure du graphe de S.
Exercice 22.2

On étudie 'endomorphisme 1 de R? représenté par
la matrice

1 2 1
A=10 2 -1
1T 1 1

dans la base canonique.
1. Calculer A"
2. Démontrer que I'ensemble F des vecteurs (x,y,z) de
R? tels que
2x+y+5z2=0

est un sous-espace vectoriel de R3. Préciser sa dimension
et donner une base de F.
3. Onnote F/,I'image de F par u.

F' = {f(X,U,Z), (X,y,l) < F}

3.a. Expliquer pourquoi F’ est un plan vectoriel.
3.b. Donner une base de F'.
3.c.  Calculer une équation cartésienne de F'.



CONCOURS BLANC MPSI — JUIN 2016 (SOLUTIONS)
Solution 1.1 Solution 7.2
x=2"7.527 ~ 1018 2.
1 3 1 1
Solution 1.2 YA L Py~ by
3. Manifestement, u,, < /2,1, doncv, < 0etdonc A <0 .
Solution 7.3

(en tant que somme des vn).

Solution 1.3

3. P~'AP = Diag(0,1,—2)
4., Keru=R-(2,1,0)

5. Imu=[2x—3y+2z=0]
Solution 1.4

L F(x) =2(1/fe—e V¥)

Solution 2.3

2. detu=-2

3. Ker(A—I3)=kx+y—z=0]

5. ua =X2+X-2

Solution 2.4

2. D’apresl'équation différentielle, f”(0) = —3/4, donc le
graphe de f est localement sous sa tangente.

Solution 3.1

23.32.56.73

Solution 3.4

En considérant les intervalles [—6,—1], [-1, 3] et [3,4], on
trouve I = 314/3.

Solution 4.2
2. ImA=R-(1,3,-2),KerA =[y+2z=0]
3. DPour toute projection p,

Imp = Ker(I—p).
Solution 5.1

x=—2

Solution 5.3
1. x1=(-5,9,7),x2 =(19,—13,-3)

Solution 5.4
_e(2+e)
2(1+4e)2
Solution 6.1
x=y=v6+5.
Solution 6.3
4.a. x71=(3,1,2),x2 =(3,-9,8)
4.c.
0 0 det(u)
1 0 *
0 1 tr(u)
Solution 7.1

x=-2-53.73~-54

1. Ker(s—I)=R-(0,3,—1),Im(s+1) =[x —z=0].
5. Comme s est une symétrie, une figure montre que

_Lis
2

et sa matrice dans la base canonique est donc

0o 0 0

3 0 -3].

-1 0 1
Solution 7.4

5. F(x) =in(x + {nx)

Solution 8.1

X:2/3

Solution 8.2
3.

Solution 9.1
x=2"12.33x~103(28/4) =7 -103 et a la calculatrice :

X~ 6,6-1073.
-23 9 33
A=\ 27 -5 -33
—27 9 37

A2—3A+213 =03

Solution 9.3
1.a.

1.c.

Solution 9.4

1. La fonction f est définie sur |—1, 1/[.
2. Pour x voisin de 0,

f(x) =x— éxz — sz + o(x3).

2 3
3. f(x) =1 +x)+ (1T —2x)
Solution 10.2
4. Matgz(u) = Diag(1,3,3)
5. detA =9
6.a. Po=3'X%+ 14X

6.c. Al=-15A+4413



Solution 10.3

1. CNS:c=0etd=9)

2. CNS:c=0,d=9setb=0
3. Sih <0, alors

_ a4 oax  ax 3
f(h) >~ 71 g + o(x?)
tandis que si h > 0, alors
2
flh) == — 2+ 2 4 o).

2 4 24
1 faudrait que f soit identiquement nulle pour étre de
classe 2 sur R !
Solution 10.4

2. A une constante additive pres, les primitives de f sont
égales a

— (X —; 1 )2 e*lx
Solution 11.1
21945182 178 _2252”
AfTNS']O y Bim"v_‘l.
Comme |B| < 1T et que B <0, alors AB > A/g.
Solution 11.3
2.e. Comme P est inversible,

x(t) u(t)

y) | =P | v(t) |.

z(t) w(t)
Solution 12.1

1. P(a) = P(b) = P(c) = 0, donc P est divisible par
(X—a), par (X—b) et par (X—c). Or deg P < 3 et le coeffi-
cient de X3 estnul! Si a, b et ¢ sont deux a deux distincts,
alors P = 0.
2. Ontraite seulement le cas ot1 a, b et ¢ ne sont pas deux
a deux distincts : un calcul direct fait ’affaire.

Pour b # c, on peut aussi remarquer que les coeffi-
cients de P sont des fonctions continues de a, nulles pour
a # b et a # c. Elles sont donc nulles pour tout a.

Solution 12.2

3.b. Si f est une solution polynomiale de degré supé-
rieur a 2, 'une de ses dérivées est une solution polyno-
miale de degré 1 : c’est impossible. Les solutions polyno-
miales sont donc les fonctions constantes.

Solution 13.2
8 12 8 2
e N NN
Solution 13.4
1.
NARREES
/r‘:g -2 1 2
0 0 3
2.

Ker(A —I3) = R- (0,1,1)
Im(A — I3) = Vect((1,0,0),(0,1,0))

Solution 14.1
x =233 ~10°

Solution 14.2

1. Il faut que f(0) soit égal a la limite a gauche de f en
x = 0, c’est-a-dire f(0) = 0. Si a = 0, cette condition néces-
saire n’est pas suffisante!

2.a. La fonction f est de classe ¢! au voisinage de 0 si,
et seulement si, a = —2.

2.b. La fonction f est de classe ¢ sur R si, et seulement

si,a = —2etb < 0 (sinon le dénominateur s’annulerait sur
10, +00]).
3.a. Auvoisinage de 0,
M X ﬁ + o(x?)
2—-x 2 2 °'°
in(14+x)  —x (1—b)x? 5
Trox 2 T & el

Il faudrait donc que b = 3 pour que f”(0+) = f”(0—) et
dans ce cas, la fonction f ne serait pas de classe ¢! sur RR.

Solution 14.3
2.

1 2 -1 -1
M) = c 0 3 -3
0 0 6

Solution 14.4

0<]<L2l==-In=
Solution 15.3

1. Kerf=R-(1,-1,-1)
2. Imf=[kx+3y—z=0]
4. Comme Ker f rencontre F, I'image de F par f est une
droite.

Le sous-espace F est engendré par (1,—1,—1), qui ap-
partient a Ker f, et par (1,2,0), donc F/ est la droite dirigée

par
£(1,2,0) =3 - (8,—5,~7).

Solution 16.1
277.33~(500-30) "~7-107°
Solution 16.4
3. Pour x voisin de 0,
2
I 2
f(x) =1 2 96+o(x)
Solution 18.2
3. :
1 1\—"/2 e
M, = 1+ — ~—
n+1 ( n) yn
Solution 18.3
o -1 2
Al=|-1 2 -1
1 -1 0
Solution 19.1

x=10011



Solution 19.3

2. Comme 5

a
un =1- 5+ 0(Y),

n
la suite de terme général u;; tend vers 1.

Solution 19.4

5. F(x) =sinx - {n(1 + cosx) + x — sinx tend vers 7t au
voisinage de .

Solution 20.1
2\/5 —10v/5 A -1
A BT 3T

Solution 20.2

2. Le reste de la division euclidienne de X* par Po est
égala 1 — X + X2, donc (x,y,z) = (1,—1,1) convient.

Solution 21.1
2. Comme degP = 2, il existe un scalaire o tel que
P=a(X—a)(X—0b)

et il est clair que le coefficient dominant de P est (a — b).
En particulier,

P(c)=(a—b)(c—a)(c—b) =—(a—Db)(b—c)(c —a).

Solution 21.2
1. Ker(f—2I)=R-(1,0,1), Ker(f —41) =R - (0,1,1).
2. Ker(f-2I)2=x—y—z=0]

4.b. a,=0,b, =c, =4"
Solution 22.2
1.
-3 1 4
ATl=1 0o —1
2 -1 =2
3.c.

21 5xA"'=(5 -3 -3)

donc F' = [5x — 3y — 3z =0].



