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Planche 1

Exercice 1.1
1. Calculer un équivalent simple de

lorsque n tend vers +oco.
2. Soit x, un réel strictement positif. Quelle est la nature
de la série >_ un,x™?
Exercice 1.2
On considere la matrice

4 —6 —12
A=[-3 7 12
3 —6 —11

et’endomorphisme u de R? représenté par A dans la base
canonique de R3.
1. Quelle est I'image du vecteur

e = (1,—],])

paru?

2. Calculer le déterminant de A. La matrice A est-elle in-
versible ?

3.a. Démontrer que le sous-espace Ker(u — I) est un
plan. Donner une équation cartésienne et une base (e, e3)
de ce plan.
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3.b. Démontrer que la famille
% = (e y €2 es)

est une base de R3.
3.c. Quelle est la matrice de u relative a la base % ?

Exercice 1.3
Soit f, la solution de 1’équation différentielle

VteR, x"(t)+5x'(t)+6x(t)=0

telle que f(0) =T et f'(0) = 0.

1. Calculer I'expression de f(t).

2. Calculer le développement limité a I'ordre 2 au voisi-
nage de t = 0 de f(t). En déduire I'allure du graphe de f
au voisinage de t = 0.

3. Ftudier le sens de variation de f, ainsi que le compor-
tement de f au voisinage de +oo.

Exercice 1.4

Soient X et Y, deux variables aléatoires définies sur
(Q, A, P), indépendantes et qui suivent la loi uniforme sur
E={1,2,3,4}.Onpose S =X +Y.
1. Calculer I'espérance de X et celle de Y.
2. Quelles sont les valeurs possibles pour S? Quelles
sont les valeurs les plus probables pour S ? les moins pro-
bables ?
3.  Quelle est I'espérance de S ?

Exercice 2.1
1. Quelle est la forme générale des solutions de 1'équa-
tion différentielle suivante ?

VteR, x"(t)—4x'(t)+8x(t)=0

2. Démontrer que cette équation admet une, et une
seule, solution f telle que f(0) =1 et f'(0) = —2.

3. Quel est le comportement de f(t) lorsque t tend vers
—0o0?

4. Démontrer que e 2tf(t) atteint un maximum. En dé-
duire le comportement de f(t) lorsque t tend vers +oo.

Exercice 2.2
Soit x, un réel strictement positif. Etudier la nature de

la série
Xn
Z sin
T+xm

en fonction de x.

Exercice 2.3

On considere 'endomorphisme 1 de R? représenté
dans la base canonique de R? par la matrice

-2 5 7
A=(1 0 -1
-1 1 2

Calculer le rang de A.

Calculer le déterminant de A.

Calculer une base du noyau de u.
Démontrer que Im u est le plan d’équation

RS

[x —3y —5z=0]

et donner une base de Imu.

5.a. Démontrer que Keru et Imu sont supplémentaires
dans R3.

5.b. Calculer la matrice relative a la base canonique de
R? de la projection sur Ker u relativement a Im .

Exercice 2.4
Pour tout x € R, on pose

dt.

flx) = J" sin(x + t)

1 1+t2

Démontrer que f est de classe ' sur R et calculer f/(x).
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Exercice 3.1
Soit f, la solution de 1’équation différentielle

VteR, x"(t)—x(t)=0

telle que f(0) =5 et f'(0) = 1.

1. Calculer I'expression de f.

2. Etudier les variations de f.

3. Tracer l’allure du graphe de f.
4.a. Démontrer que I'équation

f(t) = 10

possede une unique solution & > 0.

4.b. Fcrire un programme en langage python qui per-
mette de calculer & 10~2 prés une valeur approchée de .
4.c.  Onsuppose connus deux réels a < « < b tels que

fla) ~ 9,933 et f(b)=10,020.
En posant

[10 — f(b)la + [f(a) — 10]b
f(b) — f(a) ’

on constate que f(c) = 9,999 912. Expliquer.

Exercice 3.2

pour tout x > 0 et

S =Y unlx)
n=0

pour tout x > 0 pour lequel cette expression a un sens.
1. Comparer uy(x) a - pour & > 1.

2. Comparer un(x)aa™pour0<a<1.

3. Quelle est la nature de la série > u,(x)?

4. Démontrer que

S(x) > !

T 1—ex’
En déduire que S(x) tend vers +oo lorsque x tend vers 0.

Exercice 3.3

On consideére la matrice

2 0 =2
A=|-1 1 2
1 0 —1

1. Calculer A%. Que remarque-t-on?
2. Démontrer que le rang de A est égal a 2 et calculer une
équation cartésienne de Im A.

On pose 3. Calculer une base de Ker A.
4. Les sous-espaces Ker A et Im A sont-ils supplémen-
vYneN, u,(x)= eV taires?
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Exercice 4.1

L’espace R> est muni de sa structure euclidienne ca-
nonique. On considere la matrice

3 0 —4
A=1-2 1 4
2 0 =3

qui représente I'endomorphisme u dans la base canonique
de R3.
1. Calculer le déterminant de A.
2. Lamatrice A est-elle orthogonale ?
3. Démontrer que u est une symétrie. Cette symétrie est-
elle une symétrie orthogonale ?
4. Démontrer que le sous-espace Ker(u — I) est le plan
d’équation

[x —2z =0

Calculer une base orthonormée de ce plan.

Exercice 4.2

1. Calculer l'expression de la fonction f qui vérifie
I'équation différentielle
VteR, x"(t)+2x'(t)+2x(t)=0

et telle que f(0) =3 et f'(0) = —2.

2. Calculer le développement limité a I’ordre 2 au voisi-
nage de t = 0 de f(t). En déduire 'allure du graphe de f
au voisinage de l’origine.

3. Ftudier le comportement de f(t) lorsque t tend vers
+00.

4. Démontrer que le produit e'f(t) est borné sur R et
qu’il atteint ses bornes.

Exercice 4.3
Pour tout n € IN, on pose

~ 14n?

1+ n+n?’

1. Calculer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oo.
2. En déduire la nature de la série )_un,x™ en fonction
dex € R..

Un

Exercice 4.4
On pose

2

x dt
0= e

1. Démontrer que f est de classe ¢ sur]0, 4+ool. Etudier
le sens de variation et le signe de f.
2.  Démontrer que

Vx>1,



puis que f tend vers une limite finie au voisinage de +oo.
3. Démontrer que
Vo<x<1, f(x)=2(x—1)

puis que f tend vers une limite finie au voisinage de 0.
4. Tracer I'allure du graphe de f.
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5.a. Démontrer qu’il existe deux réels
a<0<b

tels que f soit une bijection de ]0, +oo[ sur ]a, b[.

5.b. Démontrer que la bijection réciproque, qu’on no-
tera g, est de classe ¢ sur]a, bl

5.c.  Calculer g(0) et g’(0).

Exercice 5.1
Pour tout entier n € N, on pose
ncosn
nd+3n+1°
1. Quelle est la nature de (up )nen ?
2. Quelle estlanaturede ) un?

Un =

Exercice 5.2
On étudie I'équation différentielle suivante.

VteR, t(t+3)x'(t)—3(t+1)x(t)=0 (E)

1. On suppose que I'équation (E) possede une solution
polynomiale f.
1l.a. Expliquer pourquoi il est légitime de chercher 1'ex-

pression de f sous la forme
f(t) =ao+art+---+ag 1t "+t

1.b. Démontrer que d = 3.
1.c.  Vérifier que (E) possede une solution polynomiale

de degré 3.
2.a. Décomposer la fraction
X+1
X(X+3)

en éléments simples.

2.b. En déduire l'expression générale des solutions de
(E) sur l'intervalle 0, +ool.

2.c.  En déduire enfin I'expresion de l'unique solution f
de (E) de classe ¢! sur IR telle que f'(0) = 1.

Exercice 5.3
Soit n € IN*. Quels que soient les polynémes P et Q
dans E = R [X], on pose
n+1

ZP 14)Q

(14) sm -

(P1Q)
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Démontrer que (-|-) est un produit scalaire sur E.

Exercice 5.4

On considere 'endomorphisme u représenté par la
matrice

5 —18 —28
A=[1 —2 -4
0 —1 -1

dans la base canonique de R? et les vecteurs suivants.

&1 = (2)_])])
€2 = (2)2)_])
€3 = (3)_1a1)

1. Calculer une équation cartésienne du plan
P = Vect(ez, €3).

2. Démontrer que la famille (&1, €2, €3) est une base de
R3.

3. Calculerles vecteursu(eq), u(ez) et u(es) dansla base
canonique de R3, puis exprimer ces vecteurs en fonction
de g1, 7 et e3.

4. Donner une matrice inversible P telle que

110
P'TAP=[0 1 0
0 0 0

Exercice 6.1
On note f, la solution de I'équation différentielle

VteR, x"(t)+x'(t)—2x(t)=0

telle que f(0) = 1 et f'(0) = 4.

1. Calculer f(t).

2.a. Démontrer que f réalise une bijection de R sur RR.
2.b. La bijection réciproque g est-elle de classe ¢! ?

2.c. Calculer le développement limité a 'ordre 1 de g au

voisinage de 1.

Exercice 6.2

L’espace E = R* est muni de sa structure euclidienne
canonique. On consideére les vecteurs

= (])])_L])
€2 = (2)])_2a2)
€3 = (])2)_3)])



et le sous-espace H = Vect(eq, ez, e3).

1. Démontrer que H est un hyperplan de E et calculer
une équation cartésienne de H.

2. En déduire une base orthogonale de H, puis complé-
ter cette famille pour obtenir une base orthogonale de E.
3. Calculer la matrice relative a la base canonique de R*
de la projection orthogonale sur H.

4. Calculerla distance du vecteur a = (1,1,1, 1) au sous-
espace H.

Exercice 6.3
1. Pour toutn € IN*, on pose

NLE
n nk:] ‘I—}—k/n.
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Démontrer que (un)n>1 converge vers 2(\/2 —1).
2. Encomparant la somme a une intégrale, encadrer

2n
Sn= )

3. Endéduire que

unzz(ﬁ—nuo(])

n

lorsque n tend vers +oo.

Exercice 7.1
1. Calculer un équivalent de

i
_3n_|_2n

Un

lorsque n tend vers +oco.

2. En déduire la nature de la série ) u,x™ en fonction
du réel x > 0.

Exercice 7.2

1. Calculer les primitives de

_ Vteosvt—sinv/t

f(t) PG

sur I =]0, +ool.
2. Etudier ces primitives au voisinage de l'origine et au
voisinage de +oo.

Exercice 7.3

dans la base canonique de R3.
1.a. Calculer le rang de A.
1.b. Calculer une base de Keru et une équation carté-
sienne de Imu.
1.c. Les sous-espaces Keru et Imu sont-ils supplémen-
taires dans R3?
2.a. Calculer A%
2.b. Calculer une équation cartésienne de Ker u? et une
base de Imu?.
2.c. Les sous-espaces Keru? et Imu? sont-ils supplé-
mentaires dans R? ? Sont-ils orthogonaux ?
3. On considére les vecteurs

€1 :(0)2)_1)a £2:(1a2a_])) 83:(2)_1a1)-
3.a. Reconnaitre la droite R - €7 et le plan Vect(e;, €3).
3.b. En déduire sans autre calcul que la famille % =
(e1,€2,€3) est une base de R3.

Ecrire la matrice de passage P de la base canonique a
la base #.

L'espace R? est muni de sa structure euclidienne ca- 3.c.  Démontrer, avec le moins de calculs possibles, que
nonique.
On considere I'endomorphisme u représenté par la 100
matrice PTAP=(0 0 1
o 1 2 000
A=[-2 8 14
1 -4 -7 3.d. Endéduire la valeur de det(A + I3).
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Exercice 8.1 4.a. Calculer I'expression de f(x).
Pour tout x > 0, on pose 4.b. En déduire un équivalent de f(x) pour x voisin de
~+00.
f(x) = J'X t2(ent)? dt. 4.c. FEtudier le comportement de f(x) au voisinage de 0.

1

1. Démontrer que f est de classe € sur ]0, +oo[. Calcu-
ler les expressions de f'(x) et de f”(x).

2. Calculer le développement limité a I'ordre 2 de f au
voisinage de x = 1. Peut-on en déduire 'allure du graphe
de f au voisinage de ce point ?

3. Etudierle signe de f(x) en fonction de x. Que peut-on
en déduire?

Exercice 8.2
On considére les matrices

3 -1 A O
A:<_1 2) et D:(O H)
ou A < .

1. Onsuppose que A et D sont semblables.



1.a. Démontrer que A + p =5et Au = 5.

1.b. Endéduire les valeurs de A et i ; vérifier que A > 0.
2. Quels que soient les matrices colonnes X et Y apparte-
nanta E =M, ;1 (R), on pose

(X|Y) = tXAY.

2.a. Simplifier 'expression

(x y)A (;) —3(x —y/3)°.

2.b. Démontrer que (-|-) estun produit scalaire sur E.

3. Onpose
1
X1 = (0) c E.

3.a. Calculer un vecteur X, € E tel que (X;[X2) =0.
3.b. Endéduire une base de E orthonormée pour le pro-
duit scalaire (-|-).

Exercice 8.3
1. Décomposer la fraction

1
X(X+2)

en éléments simples.
2. Déterminer la solution f de I'équation différentielle

Vt>0, tit+2y'(t)+yt)=0

qui vérifie f(1) = V3.

3.a. Calculer f'(1) et f”(1). En déduire le développe-
ment limité a ’ordre 2 de f(t) au voisinage de t = 1.

4.a. Démontrer que f réalise une bijection de ]0, +oco[ sur
un intervalle ] qu’on précisera.

4.b. Tracer sur une méme figure l’allure de f et celle de
sa bijection réciproque. Expliquer comment tracer cette fi-
gure a l'aide de python.
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(SOLUTIONS)

Solution 1.2

1. ule;)=-2-¢
2. detA=-2
3.a. Lenoyau de la matrice

3 —6 —12
A-Iz3=|-3 6 12
3 -6 —12
estle plan [x — 2y —4z =0].
3.c. Matg(u) = Diag(—2,1,1)
Solution 1.3
1. f(t) =3e 2t —2e 3t

2. D’apres I'équation différentielle, f”(0) = —6 et donc,
d’apres la formule de Taylor,

f(t) = 1—3t2 + o(t?).

3. f/(t) = 6e3Y(1 — e'), donc f est croissante sur R_ et
décroissante sur R.. Elle tend vers 0 au voisinage de +oo
et vers —oco au voisinage de —oo.

Solution 1.4

1. E(X)=E(Y) =5

2. P(S=2)=P(§=8)="1)heP(S=5)=1/k.
3. E(S)=5.

Solution 2.1

2. f(t) = (cos2t — 2sin 2t)e?t

4. e ?Y(t) =5cos(2t + @)

Solution 2.3

3. Keru=R-(1,-1,1)

5.b.
-1 3 5
P=|1 -3 -5
-1 3 5
Solution 2.4
sy [T cos(x+1) 1
f(x)*L 1+1t2 dt+1+x2
Solution 3.1

1. f(t) =3et +2et
2. Comme f'(t) = e (3e?t — 2), alors f est décroissante
sur ]—oo, o et croissante sur [«, +oo[ avec

2
-~ —0,2.
n 3 ,

{
De plus, f tend vers +o0 aux voisinages de +oo et de —oo.
4.b. Comme la fonction f est croissante sur R, que
f(1) < 10 et que f(2) > 10, on peut s’éviter une dicho-
tomie.

def f(t):
return 3*np.exp(t)+2*np.exp(-t)

On trouve a =1,13etb =1, 14.
4.c. Sur le segment [a, b], le graphe de f est quasiment
linéaire.

t = np.linspace(1.13, 1.14)
plt.plot(t, £(t))

On trouve c en résolvant g(t) = 10, ou g est la fonction
affine qui interpole les points [a, f(a)] et [b, f(b)].
Solution 3.3

1. Ontrouve A? = A : c’est une matrice de projection.
2. ImA=[x—2z=0]
3. KerA=R-(1,-1,1)

Solution 4.1
4. Exemple de base orthonormée du plan invariant :

(L(z,o,n, (0,1,0)).

V5
Solution 4.2
1. f(t) =(3cost+sint)e t
2. D’apres l'équation différentielle, f”/(0) = —2. On dé-

duit alors de la formule de Taylor que f(t) =2 — 2t —t* +
o(t?) pour t voisin de 0.

4. ebf(t) =10cos(t — @)

Solution 4.4

1.
2

f/(x) = ——
() 1+ x6
2. Pourl <t<x,
1 1

- < —.

Vi1 +113)  t7/2
3. Pour 0 < x < 1, les bornes de l'intégrale sont dans
I’ordre décroissant et

1 1
NGETS RS

5.c. Comme f(1) = 0 et f'(1) = 1, alors g(0) = 1 et
g'(0)=1.
Solution 5.2
2.a.
X+1 1/3 2/3

X(X+3) X "'X+3
2.c

VteR, f(t)=t(t+3)?



Solution 5.4

1. P=[x—5y—8z=0]

3. ufler)=0,ulez) =¢exetu(es) =e2 + ¢3.

4. 1l suffit de prendre la matrice de passage de la base
canonique a la base #’ = (€2, ¢€3,¢€1).

Solution 6.1
1. f(t) =2et —e 2t

2.c. Comme f(t) =1+ 4t + o(t), alors
1
g(1+h)= Zh+ o(h).
Solution 6.2

1. H=Kx—-t=0]
2. Onva au plus simple!

51:(0)])0)0) 52:(0)0)])0)
53:(])050)” €4 = (1,0,0,—1)
3.
1 0 0 1
110 2 0 0
M=310 0 20
1 0 0 1

4. La distance est nulle car a € H.

Solution 6.3
2.
1
(ﬁ—n[zxf—ﬁ} <Sp<(V2Z-TVm
3. up=S./yn
Solution 7.2

1. Enposant u = v/t, on se rameéne au calcul des primi-
tives de
ucosu —sinu

g(u)

u2

et en intégrant par parties, on arrive a

sin v/t
Vvt

F(t) = +K.

Solution 7.3
1.b. Keru=R-(1,2,-1)etImu=[y+2z=0]
2.a.
0o o0 o0
AZ=[-2 6 10
1 -3 -5
2.b. Keru? =[x—3y—5z=0etImu?> =R-(0,-2,1)

3.a. Ce sont respectivement Im u? et Ker u?.
3.d. det(A+1I3)=2x1x1=2

Solution 8.1

1. f/(x) =x2?x, f’(x) = 2x[nx + (n? x|
2. f(1+h)=o0(h?)

4.a.

x3 tn3 x B 2x3 nx N 2(x3—=1)
3 9 27

f(x) =

4.b. f(x) ~ % tn3x

4.c. f(x) — —2/27 lorsque x tend vers 0.
Solution 8.2
1.b.
NEE
y = >
3.a. L'orthogonal de X; pour (-[-) a pour équation
Bx —y =0l
3.b.
1 1 (1)
—Xy, —
V3 V15 \3
Solution 8.3
1.
1 _ 1212
X(X+2) X X+2
2.

/ 2
f(t) = 1+¥

3.a. D’apresl’équation différentielle,

—1 5
') =— f'(1)=—=
W=7 "534
et d’apres la formule de Taylor
h  5h?
f(1+h) =V3— — + —=+o(h?)

V3 63



