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Composition de Mathématiques
Le 22 janvier 2014 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Calculatrices autorisées.

O Probléme (]

Soit m > 2. On note (-|-), le produit scalaire cano-
nique sur R™ et ||-||, la norme euclidienne qui lui est asso-
ciée. La sphére unité de R™ est définie par

Qn={xeR": |x]|=1}.

L’objectif de ce probleme est 1’étude des matrices de Hil-
bert :

1 15 1
o 7( 1 ) e s Ve
"4 -1/ igiign : : :
1/n ]/n+1 ]/Zn—l

al'aide des fonctions qa : R™ — R définies par

VAeM (R), VxeR™, qalx)= (Ax|x).

1. Soientx = (X1,...,%Xn) ety = (y1,...,Yn), deux vec-
teurs de R™ et A € M, (R).

1.a. Par quelles matrices colonnes X et Y les vecteurs x
ety sont-ils représentés dans la base canonique de R™ ?
1.b. Soit u, I'endomorphisme de IR™ représenté par A
dans la base canonique. Par quelle colonne le vecteur u(x)
est-il représenté dans la base canonique de R™ ?

1.c. Que vaut (x|y) ? Comment exprimer ce produit
scalaire a ’aide des matrices colonnes X et Y ?

Dans toute la suite du sujet, on identifiera les vec-
teurs de R™ et les matrices colonnes qui les repré-
sentent dans la base canonique de R™. En particulier,
on notera Ax au lieu de u(x).

2 -1
-2 7).
2.a. Démontrer que qa atteint un minimum ma et un

maximum M4 sur le cercle unité Q),.
U On remarquera que Qy = {(cos 6,sin6), 6 € R}.

2. On consideére

2.b. Vérifier que les valeurs propres réelles de A sont
comprises entre ma et Ma.

Partie A. Une norme sur S, (RR)

3. Soit A € M, (R).
3.a. Exprimer qa(x + y) en fonction de qa(x), qa(y),
(Axly) et (Aylx).

3.b. On suppose que

Vx€Qn, qalx)=0.

Démontrer que
VxeR™,

et en déduire que A = —A.
4. Soit A € S, (R). Démontrer que qa est nulle sur la
sphere unité :

qa(x) =0

Vx € Qn, qalx)=0

si, et seulement si, A est la matrice nulle.
5.  Onrappelle un énoncé du théoreme spectral, dont on
conservera les notations dans la suite de cette question.

Théoréme spectral

Soit u, un endomorphisme symétrique de R™ muni de sa
structure euclidienne canonique. 1l existe une base orthonor-
mée (e1,...,en) de R™ et une famille ordonnée de réels

telles que

Soient A € Sp(R) et u, 'endomorphisme de R™ re-
présenté par A dans la base canonique de R™.

5.a. Démontrer que u est bien un endomorphisme sy-
métrique.

5.b. Quevaut qalex)?

5.c.  Soit

n
X = Z oxex € Qn.
k=1

Démontrer que
n

Z of =1

k=1
puis exprimer qa (x) en fonction des valeurs propres Ax et
des coordonnées .
5.d. En déduire que qa atteint un maximum Mx et un
minimum ma sur la sphere unité Q,,. Exprimer ma et M a
en fonction des valeurs propres de A.
6. Pour toute matrice A € S,,(R), on pose

N(A) =ggg>i!qA(XJ!-

6.a. Démontrer qu’on définit ainsi une application N de
Sh(R) dans R
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6.b. Pour A € R, comparer N(AA) et N(A).
6.c.  Vérifier que

V (A, B) € Sn(R),
6.d. Exprimer N(A) en fonction du spectre de A.

N(A +B) < N(A) + N(B).

6.e. Comparer N(A)™ et detA.
6.f. Calculer N(A) et det A pour
1A
A= .

(’/z ’/3>

Partie B. Spectre de H,,
Pour simplifier, on notera qn au lieu de q.,.
Vx €R"Y,  gn(x) = (Hnx[x).

7. Pourx = (x1,...,xn) € R™, on pose

Q=) xX""eRIX].
k=1

7.a. Démontrer que

7.b. En déduire que qn (x)
seulement si, x = 0.
7.c.  Démontrer que

0 et que gn(x) = 0si, et

1 s
VP e CIX], J P(t) dt:—iJ' P(e'®)e' do.

U On pourra commencer par vérifier cette relation sur les mo-
nomes X*.
7.d. Endéduire que

I n . 2

an(0) < | | 3 xuetl 10| o,

0 k=1
cette inégalité étant stricte pour x # 0.
7.e. Démontrer que

vV x #0,

8. Pour toutn > 2, on pose

0 < gn(x) < mlx|*.
fn =minSp(Hn) et pn =maxSp(Hn).

8.a. Quevalent u; etp2?
8.b. Démontrer que

Vyn>2, 0<py<pn<T.
8.c. Démontrer que

qn(Qn) = [Un, pnl.

U On pourra considérer deux vecteurs propres orthogonaux et
unitaires wet v tels que

Hau=pau et Hpv=opnv

et étudier qn(x¢) oit

Vtel0,1], x¢=vT—tu+vtw.

8.d. Calculer qn(en) ott €, = (0,...,0,1) est le n-ieme
vecteur de la base canonique de R™.

En déduire la limite de p, lorsque n tend vers +oo.

Partie C.
On admettra la relation suivante :

Estimation asymptotique de p,,

1 =
Vt>0, Arctant+ Arctan 173

2

ainsi que le théoréme suivant.

— Changement de variable dans une intégrale double

Soit f, une fonction continue de D = [a7, bq] x [a2, bs]
dans R.Si @ = (@1, 2) est une bijection de classe €' de
D sur A = [c1,dq] X [c2, d2] et si la matrice

091 001

o — K(x,y) W(x,y)
T 20z, oy 02
o oY) oy

est inversible pour tout (x,y) € D, alors
b, ba
J J f((Pl(X,y),@z(x,y))’det(]@)‘ dy dx

d; d>
= J J f(u,v) dv du.

ci1 Je2

Pour tout n > 2, on pose

n n ]

I, = —— dy dx,
L L VXylx+y—1) Y
vnopvmn 1

n = dv du.

] L L uZ gz

9. Enposant (u,v) = (v/x,/y), démontrer que
I > 4]n.
10. Démontrer que J,, = K, — L, ou

V™ Arctan X/ /n dx

n=—

K Jﬁ Arctanx

dx et Ln:J

1 S 1 RS

11. Démontrer que 0 < L, < 1 pour toutn > 2.
12. Démontrer que [x — 1 Arctan(/)] est intégrable au
voisinage de +oo et en déduire que

i
Kp ~ 1 nn.

13. Démontrer que
s
Jn ~ 1 {nn.
14. On pose
a= (]) 1/\/2) ]/\/g)---)1/\/'r_x) eR™.
14.a. Vérifier que lal? <14 nmn.
14.b. Démontrer que 4], < qn(a).

14.c. En déduire le comportement asymptotique de
N(Hy ) lorsque n tend vers +oo.
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Solution [ Matrices de Hilbert
1.a
X1 Y1
X2 Y2
X=1 . Y=| .
Xn Un

1.b. Le vecteur u(x) est représenté par la matrice-
colonne AX.

1.c. N
(xly) = Zxkyk ="'XY =*'¥X

k=1
(On identifie une matrice de 9 (IR) a son unique coeffi-
cient.)
2.a. On suit I'indication : pour tout x € ), il existe
0 € R tel que x = (cos 6,sin 0) et

. cos 0 sin 20

qa(x) = (cos® sin6) A (sine) =2— —5

La fonction qa atteint donc un maximum Ma = 5/ et un
minimum mpa = 3/> sur le cercle unité.

2.b. La matrice A est triangulaire, donc ses valeurs
propres sont ses coefficients diagonaux et

Sp(A) = {2} C [3/2,5/2] = [ma, MAal.

Partie A.
3.a.

Une norme sur S, (RR)
Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire :

dqalx+y) =qalx) + qaly) + (Axly) + (Aylx).

3.b. Six =0, il estclair que ga(x) =0.

Sinon,

et par bilinéarité du produit scalaire
X
aa(x) = [Ix|*qa (m) =0

puisque ¥/|x| est un vecteur unitaire et que qa est suppo-
sée nulle sur la sphere unité.
O Par 3.a., on en déduit que

Vx,yeR™  (Ax|y) =—(Ay|x)

ce qui se traduit matriciellement par

VX, Y €M (R), 'XLAY =AX)Y = X(AY).

Comme les matrices colonnes X et Y peuvent étre arbitrai-
rement choisies, on en déduit que *A = —A.

4. Si A est la matrice nulle, alors il est clair que qa est
nulle sur la sphere unité.

Réciproquement, si qa est nulle sur la sphere unité,
alors 'A = —A par 3.b. et comme A est ici supposée symé-
trique, alors A est la matrice nulle.

REMARQUE.— On peut aussi montrer sa connaissance

du cours! L’application qa est une forme quadratique et
comme la matrice A est symétrique, il s’agit de la matrice

qui représente ga dans la base canonique. On sait alors
que : si qa est la forme quadratique nulle, alors la ma-
trice A est la matrice nulle (isomorphisme entre 1'espace
des matrices symétriques et 1’espace des formes quadra-
tiques).

5.a. Comme la matrice A est symétrique, d’apres les for-
mules de calcul matriciel rappelée au 1.,

(uix)[y) = HAX)Y = 'XIAY = ’XAY = (x|uly))

quels que soient les vecteurs x et y dans R™, donc I’endo-
morphisme u est symétrique.

5.b. Comme ey est un vecteur propre de u associé a la
valeur propre Ay, alors Aex = u(ex) = Axex et

galer) = (Aerler) = A (exlex) = Allex]|” = A

puisque, par hypothese, le vecteur propre ey est unitaire.
5.c. Comme le vecteur x est unitaire et que les «y sont
les coordonnées de x relatives a une base orthonormée,

n

2 2
S = =1.
k=1

O Comme les ey sont des vecteurs propres de u,
n n
Ax =u(x) = Z ou(ex) = Z Ak Otk €
k=1 k=1

et comme la base (eq,...,en) est une base orthonormée,
n n
qalx) = (AxIx) = ) eondow = ) Ao
k=1 k=1
5.d. Soit x € Q.. Avec les notations du 5.c., comme
of > 0, alors

Vi<k<n, AMog <Mog <Anai.

En sommant ces encadrements, on obtient

n n n
MY ai< Y nad Rt o
k=1 k=1 k=1

et on déduit de 5.c. que
)\1 < qA(X) < )\n-

Cela prouve que la fonction qa est bornée sur Q,, : elle
admet donc une borne supérieure (inférieure a A,,) et une
borne inférieure (supérieure a A7).

0 Par5.b.,onaqa(e;) =A1etqalen) = An, donclares-
triction de qa a la sphere unité (), atteint son minimum
ma = A; enx = e et son maximum Ma = A, enx = ey.
6.a. Par 5.d., la fonction ga atteint un maximum et un
minimum sur Q,,, donc la fonction |qa| atteint un maxi-
mum sur Q,, et

max |qa (x)| = max{fmal, [Mal} = max{Al, An)-
6.b. Comme le produit scalaire est linéaire par rapport
a la premiere variable,
Vx€eR",  gaalx) = ((AMA)x[x) =Aqa(x)

donc
Vx € Qp,

et finalement

g ()] = N |qa ()]

N(AA) = AN(A).
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6.c. Pourtoutx e Q,,
(Ax|x)

()| + |qs(x

‘ Bxlx)‘
A
N(A) 4+ N(B)

)| (inégalité triangulaire)

’qA+B ’

<
< (majoration par le sup)

et par passage au sup, on obtient
N(A 4+ B) < N(A) 4+ N(B).

REMARQUE.— En outre, par 4. : N(A) = 0 si, et seulement
si, A = 0. On a ainsi prouvé que 'application N est une
norme sur 1’'espace Sy (RR).

6.d. Par5.d.(ou6.a.),

N(A) = max [A].

AESP(A)
6.e. Comme la matrice A est symétrique réelle, elle
est diagonalisable, donc son polynéme caractéristique est
scindé et

n
detA =[] M.
k=1
Par 6.d.,
V1i<k<n,

et par produit

0 < Akl < N(A)

0 < |detA| < N(A)".
6.f. Le polyndme caractéristique de A est égal a

4 1
2 _— JE—
X 3,)X + TR
Par conséquent, det A = 1/2 et les valeurs propres de A

sont

SGE]
3 6
donc /3
2 13
N(A) =2+ X2,
(A)=3+—
Partie B. Spectre de H,,

7.a. La fonction Q? est continue sur le segment [0, 1],
donc intégrable sur [0, 1].
Pour tout t € [0, 1],

7.b. Pour toutt € [0, 1], 'expression [Q(t)]? est positive,
donc son intégrale sur [0, 1] est positive :

VxeR™ qnlx)>=0.
0 Six =0, il est clair que qn (x) = 0.

Réciproquement, la fonction [t — Q(t)?] est continue
et positive sur le segment [0, 1]. Par conséquent, si son inté-
grale sur [0, 1] est nulle, alors elle est identiquement nulle.
Dans ce cas, la fonction Q est nulle sur [0, 1], donc le poly-
noéme Q admet une infinité de racines : c’est donc le poly-
ndme nul et tous ses coefficients sont nuls. Autrement dit :
siqn(x) =0, alors x = 0.

On a ainsi démontré que qn (x) = 0 si, et seulement si,
x =0.

REMARQUE.— L’application g, est donc une forme qua-
dratique (représentée par la matrice H,, dans la base cano-
nique de R™) définie positive.

7.c. La fonction P est continue sur le segment [—1,1],
donc intégrable sur [—1, 1]. Par conséquent, 1’application

[P - J] P(t) dt}
1

est une forme linéaire sur R[X].
O La fonction
i0 ) ei@}

est continue sur le segment [0, ], donc intégrable sur [0, 7t].
Par conséquent, I’application

[P — —iJ'ﬂ P(e'9)et® de]

0

[0 — Ple

est une forme linéaire sur R[X].
[0 Pour tout k € IN,

—iJ'ﬂ R T il |
0 i(k+1)

1—6 (k+1)m

k41
]_(_])k+1

1
=—= t* dt.
k+1 J_1

O Deux formes linéaires sur IR[X] sont égales si, et seule-
ment si, elles prennent les mémes valeurs sur la base cano-
nique de R[X]. Par suite,

1 s
v P e CIX], J P(t)dt = —iJ P(e'?)e' do.
—1

0

REMARQUE.— Il serait absurde d’effectuer le changement
de variable t = €9, car le premier membre est réel et le
second membre est complexe !

Un tel changement de variable ne serait envisageable
que dans le cadre des intégrales curvilignes, en vérifiant
qu’on integre ici une forme différentielle exacte sur deux
chemins d’origine —1 et d’extrémité 1.

7.d. La fonction [t — Q?(t)] est continue et positive.
D’apres 7.a.,

1

1
qn(x) = J Q(t)* dt < L Q(t)? dt.

0

Si I'inégalité est une égalité, alors il faut que Q? soit iden-
tiquement nulle sur [—1, 0] et dans ce cas, x = 0 (justifié en
détail au 7.b.).
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Comme Q? est positive, par 7.c. (avec P = Q?) :

1 1
| ewrac=] Q(t)zdtH
1 1

_iJﬂ Q(eie)zeie de'

0

et d’apres I'inégalité de la moyenne :

1 T 7T
J Q(t)? dth ‘Q(eie)zeie]dezj 1Q(e®)|” de,
1 0 0

ce qui est I'inégalité cherchée.
On a justifié des le début que cette inégalité est stricte
pour tout x # 0.
7.e. Lapremiere inégalité stricte a été démontrée au 7.b.
O Pour la deuxieme inégalité, on considere le produit
hermitien sur C[X] inspiré par le cours sur les séries de
Fourier :

1 (™ - -
VP, Ps € CIX), <P1\PZ)ZEJ' P1 (€07P, (e) do.

On sait que la base canonique de C[X] est une base ortho-
normée pour ce produit scalaire, donc

3 hu = Zxk

k=1
d’apres le théoréme de Pythagore (les xj sont réels).
Comme Q est un polyndme a coefficients réels, la fonc-
tion [0 — |Q(e'?)|?] est une fonction paire et donc

[ latep?

0

(QIQ) =

do =7m(Q[Q)

et d’apres 7.d. :

Vx#£0, qn(x) <) xE=mn|x|*
k=1

8.a. Calculs déja faits au 6.a.!
8.b. I est clair, par définition, que pn < pn. En cas
d’égalité, le spectre de H, serait réduit a un singleton. Or
la matrice Hy est symétrique réelle, donc diagonalisable
(théoreme spectral) : si elle n'avait qu'une seule valeur
propre, elle serait diagonale ! Donc p, < pn.

O Par 5.d., on sait que

= mm et = max
Hn = o qn(x) Pn = oax qn (x).
Le vecteur nul n’appartient évidemment pas a la sphére
unité : on déduit alors de 7.e. que

O<pun et pn<m

8.c. Par5.d.,onaqn(Qn) C [pn,pnl

O En reprenant les notations du 5., on a pn = Aj et
pn = An. Comme tout sous-espace propre contient un vec-
teur propre unitaire, il existe deux vecteurs unitaires u et
v tels que

Hou=AMu=pu et Hpv=»Av=opnv.

Par 8.b., les vecteurs u et v sont des vecteurs propres de
Hy, associés a des valeurs propres distinctes, donc ce sont
des vecteurs orthogonaux.

5
Par suite,
(Haulv) = (Mulv) =A7 (ulv) =0
(Hovlu) =Aq(viu) =0

et d’apres 3.a. et 5.b. :

qn(xt) = (] _t)qn(u) +th(V) = (] _t))\l + tAn.
Or, pour tout t € [0,1],
x| = Olluf? + > =0 -t +t=1

(Pythagore, encore une fois), donc le vecteur x, appartient
aQn,.

Par conséquent, qn(Qn) contient tous les réels de la
forme (1 — t)A1 + tA,, cest-a-dire le segment [A1,An] =
[n, Pnl.

8.d. Ilestclair que e, € Q,.Par5.d.,

1

> 2,
vn n—1

0<pn= min qn(x) < gnlen) =

donc iy, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

Partie C.
9. On considere le changement de variable défini par

(VX V4).

Cette fonction ¢ réalise évidemment une bijection de D =
(1,n] x [1,n] sur A = [1,/n] x [1,/n] et est de classe ¢
sur I'ouvert O = R% x R’ (qui contient D) car ses deux
composantes @1 et @2 sont de classe €' sur Q.

La fonction

Estimation asymptotique de p,,

o(xy) = (¢1(x%,Y), p2(x,y)) =

1
f= |:(LL,V) — m:|

est une fonction rationnelle dont le seul pole est (0,0),
donc f est continue sur A.
Enfin, il est clair que la matrice

_(V2vx O
I(p—( 0 1/2\/13)

est inversible pour tout (x,y) € D.
D’apres le théoreme de changement de variable rap-
pelé par I'énoncé,

nom 4 1
I, = ————dxd
J] L x+y—14/xy *y

Vo py/m 1
1o wrvi—1
Vvnopy/m 1
>4J'1 J'1 NI 5 dudv =4,
puisque
YV (u,v) €A ! > !
’ TouZ4v2—1 7 u? v

10. Les intégrales K,, et L, sont bien définies (en tant
qu’intégrales d"une fonction continue sur un segment).



MP  Composition du 22 janvier 2014

v gy 1 vivn
| o5 = [ Arn ],
Vn

= l {Arctan — — Arctan 1}
X X X

= l {Arctan x — Arctan L}

x vn
d’aprés la formule de trigonométrie rappelée par 'énoncé.
On en déduit que |, = K, — L, par linéarité de I'intégrale.
11. La fonction Arctan est continue, strictement crois-
sante et strictement concave sur R, donc

vVu >0,
et par conséquent
1
Vi<x<vn, 0<-— Arctan—<—
NCONIVEY

L’'intégrale conserve les 1nega11tes strictes sur un inter-
valle de longueur strictement positive (ce qui est le cas de
(1, v/n] pour n > 2), donc

0 < Arctanu <u

1

A —1
0<Ln<J —dx:\/ﬁ
RVAY vn
et finalement
Vyn>2, 0<L,<l.

12. La fonction
1 1
g= {x — = Arctan—]
X X

est continue sur ]0, +oo[ et équivaut a '/x2 au voisinage de
+o0 : elle est donc intégrable au voisinage de +oo.

La fonction g étant intégrable sur [1, 400, elle est inté-
grable sur tout segment [1, /n] et la suite de terme général

Vvn
[
1

est convergente : en particulier, elle est bornée.

0 La fonction [x+— /] est continue sur le segment
(1,/n]. D'apres la formule de trigonométrie rappelée par
I'énoncé et la linéarité de l'intégrale,

Vo Jr

T dx

SRE1 M AL
- %‘en\/ﬁ+0(1)

(x) dx

7 T
= Zﬂnn+(9(1) ~ Zﬂnn.
13. D’apres 10., 11. et 12,,
T T
Jn = [Z tnn+ 0(1)} +0(1) ~ 7 tan.

REMARQUE.— Si on n’a pas réussi a justifier 'ordre de
grandeur de K, donné au 12., on peut quand méme abou-
tir :

Jn = UI[ @nn—l—o(enn)} +0O(1)
— gﬂnn—&- o(fnn) ~ genn.

14.a. Par définition de la norme euclidienne canonique,

5 e 1 =
= — =1+ —

et par comparaison d’une somme et d'une intégrale
i 1 J“ dt _

kK ), ot
k=2

(puisque la fonction [t — 1/] est continue et décroissante
sur [1,n]). Donc
lal* <1+ tnn.

14.b. En reprenant les formules du 7.a.,

n

= 1 1
=33 iy

k=1 (=1
:];;\/kaq

O Lerectangle D = [1,n]x[1,n] estla réunion de (n—1)?
rectangles dont les intérieurs sont deux a deux disjoints :

U (kk+11x

1<k,{<n

D= [6,¢+1]).

(Lorsqu’ils ne sont pas disjoints, deux de ces rectangles
n‘ont qu'un cdté ou un sommet en commun.) Par addi-
tivité de l'intégrale double,

n—In—1 1 41 1
— — dydx.
ZZJ L VXylx+y—1) Y

k=1 t=1
Quels que soient T < k, { < n, il est clair que
1 o 1
VXYY =T1) T Vid(k+ - 1)

pour tout (x,y) € [k,k+ 1] x [¢, € + 1]. Les inégalités sont
conservées par intégration, donc I'intégrale

k+1 041 1
—F— = dy dx
Jk L, xy—1) Y
est majorée par
1 k+1 pl+1 1
e | ] ayax e
Vik+e-1Je e Vid(k+¢-1)
En sommant ces inégalités, on obtient
n S
55 e

Comme tous les termes de la somme sont positifs, on en
déduit que qn (a) > I, > 4], par 9.

14.c. Par8.b.et8.c. ona qn(Qn) = [un, pn] C RY, donc
N(Hn) = pn par 6. Comme ¢/ || est un vecteur unitaire,

a qn(a) 4Jn
Hn) > — ) = > ~ TT
N( n)/qn<||]H) H HZ “1+nn

et comme N(H,,) < 7 par 8.b., on en déduit que N(Hy,)
tend vers 7.

D’apres CCP 2013 PSI.



