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MP

Composition de Mathématiques
Le 3 février 2016 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Les calculatrices et téléphones portables sont interdits.

0 | — Probléeme 0

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante
pour que la matrice

0 1
A= (y—4 Zx)

soit diagonalisable dans 9, (RR).

2. OnposeEy ={uecR; : u? ¢ NletEr = Ry \ Ey.
Démontrer que I’ensemble E, est dénombrable.

3. Soitf : R4y — R, I'application définie par

A

V'LLEE], 27.

fluy=0 et Yuek, flu=
Déterminer le réel A pour lequel il existe une variable aléa-
toire discrete X définie sur un espace probabilisé (Q, A, P)
telle que

YueR,, PX=u)="f(u).

4. Déterminer la loi et 'espérance de X?.

5. Déterminer la fonction génératrice de X? et retrouver
ainsi 'espérance de X2.

6. Soit Y, une variable aléatoire définie sur Q, indépen-
dante de X, telle que

0 siu¢g N,
YVueR,, P(Y=u)= 1
JuiT sinon.

Déterminer la fonction génératrice de la variable aléatoire
Z=X*+Y.

En déduire la loi de Z.
7. Calculer la probabilité pour que la matrice aléatoire

0 1
A= (Y—4 zx>

soit diagonalisable.

0 Il — Probléme 0

Partie A. Préliminaires

1. Pour tout entier n € N, on pose

e (2)

l.a. Vérifier que u, < 4" pour toutn € IN.
1.b. Déduire de la formule de Stirling un réel C > 0 tel
que
4TL
Un ~ C\/_H
lorsque n tend vers +oo.
2. Onadmet que

1 +oo

Wi = nZ U x™.

=0

VOo<x< 1/4a
On pose en outre
n
YynelN, v,= Z Uk Un—k-
k=0

Calculer la somme

E v x"

n=0

pour 0 < x < T/4. En déduire la valeur de vy, en fonction
de n.

Partie B. Une marche aléatoire

On considere une suite (X, )n>1 de variables aléa-
toires définies sur (Q,.A,P), indépendantes et de méme
loi, avec

PXi=1)=PXi=-1) =15

On pose alors So = 0 et
VneN" Sy :in-
i=1

La suite (Sn)nen est une marche aléatoire : elle modélise
la succession des positions occupées par un mobile qui se
déplace au hasard sur 7.

3. Calculer I'espérance et la variance de S;.

4. Caractériser la loi de S et calculer son espérance.

5.  Démontrer que

Un

Vyn>1, an

P(Sln = 0)

0 On pourra relier la loi de Sy, 4 une loi binomiale bien choi-
sie.
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6. Pour tout entier i > 1, on définit la variable aléatoire

i= ]1[52{:0]

Z
et, pour tout entier n > 1, on définit

n
Yo = Z Zi.
i=1

6.a. Que représente la variable Yy, pour la marche aléa-
toire (Sp)nen ?
6.b. Démontrer que

LI
E(Yn) ~ e
]; vk

lorsque n tend vers +co. En comparant la somme a une
intégrale, donner un équivalent simple de E(Yy) lorsque
n tend vers +oo.

Partie C. Une autre marche aléatoire

On fixe un entier naturel N > 1. On considére une va-
riable aléatoire A définie sur (Q, A, P) qui suit la loi uni-
forme sur l'ensemble En des parties de E = {1,...,2N}
dont le cardinal est égal a N :

— Pour tout w € Q, il existe des entiers

1< <ig<---<in <2N

tels que A(w) = {i1,12,...,in} € En.
— Pour toute partie {i1,12,...,in} € En,

1
P(A :{"L],...,"LN}) = m.
7. Quel est le cardinal de En ?
Pour tout entier 1T < i < 2N et tout w € (), on pose
alors
1 siie Alw),
—1 siiég A(w).

On pose ensuite Sj = 0 et

X{(w) =

VI<n<2N, S, =) Xi.
k=1

Ainsi, si N =3 et A(w) ={1, 2,5}, alors

Xi(w) =X;3(w) =1, X3(w) =Xz (w) =T,

Xs(w) =
et par conséquent

1

8. Démontrer que les fonctions X! : Q — Z sont des
variables aléatoires sur (Q, .A).
9. Démontrer que les fonctions S,
variables aléatoires sur (Q, A).
10. Démontrer que les variables X! suivent toutes la loi

uniforme sur {—1;1}:

Q — 7Z sont des

VIKi<2N, PX{=1)=PX{=-1)=1/A.

11. Que dire de la variable aléatoire Sy ? Quelle est sa
variance ?

12. Les variables aléatoires X sont-elles indépendantes ?
13. On pose alors

13.a. Démontrer que la fonction Yy, : Q — N est une
variable aléatoire sur (Q, A).

13.b. Démontrer que

VN
E(Y()=——1
(Vi) =
et en déduire un équivalent de E(Y{;) lorsque N tend vers
l'infini.

Partie D. Modeélisation

14. Proposer un modele d'urne pour chacune des deux
marches aléatoires : on considérera une urne contenant des
boules de deux couleurs différentes (par exemple, céladon
et rose thé) et on associera les variables aléatoires X; et X{
a des protocoles de tirage précis. On interprétera les va-
riables aléatoires Y et Y| en fonction de ces modeles.

0 Il — Probleme 0

Contexte

Un horticulteur doit greffer un nombre R > 1 de ro-
siers.

Une semaine apres chaque greffe, on peut savoir si la
greffe a pris. Sila greffe n’a pas pris, on recommence 1'opé-
ration jusqu’a ce qu’elle prenne effectivement.

Notations

Pour tout entier 1 < k < R, on note Xy, le nombre
de tentatives nécessaires pour que la greffe du rosier k
prenne. On note X, le nombre de tentatives pour que toutes
les greffes prennent.

On note S, le nombre de semaines nécessaires pour
que toutes les greffes prennent.

On pose Yo = 0 et, pour tout n € NN, on note Yy, le
nombre de rosiers dont la greffe a pris au cours des n pre-
mieres semaines et on pose Z, = Yn41 — Yn.

Rappel théorique

Pour toute loi de probabilité (pn)nen sur N et pour
tout ensemble dénombrable I, il existe un espace probabi-
lisé (Q, A, P) et une famille (U;)ic; de variables aléatoires
définies sur (), A), qui sont indépendantes et telles que

Viel,VyneN, P(X;i=n)=rpn.

Travail a effectuer

Proposer un modele probabiliste simple (c’est-a-dire
une famille de variables aléatoires (U;);c; dont la loi sera
décrite avec précision) pour lequel X, S, les Xy, les Y, etles
Z.,, sont des variables aléatoires.

Pour chacune de ces variables aléatoires, on énoncera
le théoreme qui permet de déduire sa loi du modele ou on
indiquera précisément (mais sans entrer dans le détail des
calculs) une méthode permettant de calculer sa loi.
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Solution | [0 Une matrice aléatoire

1. Le polyndme caractéristique de A est égal a
X2 — (tr A)X + (detA) = X2 — 2xX + (4 —y).

Son discriminant réduit est égal a x> +y — 4.

O Sile discriminant est strictement négatif, la matrice A
n’a pas de valeur propre réelle, donc n’est pas diagonali-
sable dans 9, (R).

0 Si le discriminant est nul, alors la matrice A admet
une valeur propre unique et comme ce n’est pas une ho-
mothétie, alors elle n’est pas diagonalisable dans 9t (R).

O Si le discriminant est strictement positif, alors la ma-
trice A admet deux valeurs propres réelles distinctes et
comme elle appartient a 91, (R), elle est donc diagonali-
sable.

Par conséquent, la matrice A est diagonalisable si, et
seulement si,
X +y >4

2. L'ensemble E; est par définition I'image de IN, partie
dénombrable de R, par I'application injective [x — /x|,
donc E; est bien une partie dénombrable de R ..

E, = {vm, n €N}

3. On sait qu'il existe un espace probabilisé ((Q,
une variable aléatoire discrete X définie sur (Q, A,
que

A, P) et
P) telle

Vue IR,Jr,

si, et seulement si, la famille (f (u))u cr, st une famille
sommable de réels positifs dont la somme est égale a 1.

D’apres 2., il s’agit donc de trouver les valeurs de
A € R pour lesquelles la série )~ A/>n est une série de terme
général positif dont la somme est égale a 1.

Comme 0 < 12 < 1, on reconnait une série géomé-
trique convergente dont le terme général est positif si, et
seulement si, A € R, et dont la somme est égale &

P(X=u)="(u)

+o0

> zln = ﬁ = 2.
n=0

Donc le seul réel A convenable est égal a /.

4. Comme l'ensemble des valeurs prises par X est E;,

alors ’ensemble des valeurs prises par X? est égal a N et

comme E; C R,

VneN, [X2=n]=[X=n]

donc

T\n+1
VneN, PX2=n)= (—) .
(C’est presque une loi géométrique!)

[0 La variable X2 est d’espérance finie si, et seulement si,
la série }_ 2~ ("*+1)n est convergente. On sait que le rayon
de convergence de la série entiere ) x™ est égal a 1 et
comme il est strictement positif, on peut dériver terme a
terme sur l'intervalle ouvert de convergence, donc

= n—1 d 1 !
vxel=11l, ;“" :E<1 —x) %7

En particulier, pour x = 1/, la série 3 2~("*+1)n est con-
vergente et

+o0o 1A

+o0
> n(AaT =042 n(p ! = e
n=0

n=1

1

(le terme en n = 0 est nul), donc E(X?) = 1.
5. Comme X? est une variable aléatoire a valeurs dans
N, sa fonction génératrice F est par définition la somme de
la série entiere 3~ P(X? = n)x™, série entiere dont le rayon
de convergence est au moins égal a 1. Donc

+oo +o0
1 1
Vxel[-1,1], Fx)= E WXHZZ E (2™
n=0 n=0

T
2 ]—X/Z_Z—X.

On remarque en passant que le rayon de convergence
de la série génératrice de X? est égal a 2, ce qui prouve
que la fonction génératrice est de classe ¥ sur l'inter-
valle ouvert |2, 2[ et, en particulier, dérivable en x = 1.
Cela prouve a nouveau que X* est une variable aléatoire
d’espérance finie et que

1

[

E(X?) = F/(1) =

6. En tant que somme de deux variables aléatoires a va-
leurs dans N, la fonction Z est encore une variable aléa-
toire sur (Q, A, P) a valeurs dans N, donc sa fonction gé-
nératrice G est bien définie sur [—1, 1] au moins.

La variable aléatoire Y suit la méme loi que X2, donc
X? et Y ont méme fonction génératrice. Comme X?* et Y
sont indépendantes, alors les variables aléatoires X et tY
sont indépendantes et comme ces variables sont d’espé-
rance finie pour [t| < 2, alors tZ = (tX*)(tY) est aussi une
variable aléatoire d’espérance finie pour t € ]—2,2[ et

G(t) = E(t%) = E(tX") E(tY) = [F(1))2

] /
:ZEz:qu::F(tL

Vtel-2,2],

Comme le rayon de convergence de la série génératrice de
X? est strictement positif, on peut dériver terme a terme.
Sachant que

+o0 n
n=0

on en déduit que

S Skl
G(ﬂ‘i o+l 2‘n+2.t
n=1 n=0

Vtel-22[,

et par unicité du développement en série entiere (le rayon
de convergence étant strictement positif), on en déduit que

- n+1

VnE]N, _m.

P(Z=n)
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7. D’apres 1., la matrice A est diagonalisable si, et seule-
ment si, la variable aléatoire Z = X% + Y est strictement
supérieure a 4. On cherche donc

4
P(Z>4)=1-P(Z<4)=1-) P(Z=¥).

k=0
D’apres la question précédente,
1 16 2 16
P(Z=0)= iTa P(z_n_g_a
312 4 8
P(z=2)= T a P(Z—3)—3—2—a
5
P(Zz=4)=—
Z=4=2

donc la probabilité pour que la matrice A soit inversible
est égale a
16+16+12+8+5 7

- 64 T

Solution Il 0 Marches aléatoires

Partie A. Préliminaires

1.a. D’apresla formule du bindme,

& 2n
4 =(1 +~|)2n :Z (k)]k]Zn—k > (n)

k=0

puisque tous les termes sont positifs.
1.b. La formule de Stirling nous dit que

(un)! ~ v/ 2munye " rupt

pour toute suite d’entiers (1n)nen qui tend vers +oo. On
en déduit que

()

n nin!

2. Lapropriété admise par I'énoncé prouve que le rayon
de convergence de la série entiére } u,x™ est supérieur
a /4. (Cela pourrait également étre déduit de I'équivalent
établi en 1.b.)

En particulier, pour tout 0 < x < 1/3, la série >~ up,x™
est absolument convergente. La série ) v,x", produit de
Cauchy de )} unx™ par elle-méme, est donc elle aussi ab-
solument convergente et de plus

+oo +oo 2 1

n __ n —
5 v = (5 wr)
n=0 n=0

O On en déduit (série géométrique) que

+oo
VO<x<la, Y vax= ]_4x Z4““
n=0
et donc que
VneN, v,=4"

(unicité du développement en série entiere).

Partie B. Une marche aléatoire

3. La variable aléatoire S; = X; est bornée, donc elle
admet des moments de tout ordre : en particulier, elle est
d’espérance finie et admet une variance.

Par définition de I'espérance,

E(S1) =

La variable S7 est donc centrée.
De plus, la variable S% est constante, égale a 1, donc
E(S?) = 1. D’apres la formule de Koenig-Huyghens,

V(S1) = E(S3) — [E(S1))2 = 1.

La variable S est donc réduite.

4. On connait les lois de Xj et X; et on sait que ces va-
riables aléatoires sont indépendantes. On connait donc la
loi du couple (X;,X;) et on peut en déduire la loi de la
somme X7 + X>.

(=P(S1=-1)+(+1)P(S=1)=0.

x1 x2  P[(X1,X2) =(x1,%2)] S
1 Vi 2
IR N 0
1 N 0
1 1 1/4 2

Par conséquent, la loi de S; est portée par {—2;0;2} et
P(S2=-2)=P(S2=2) = g
5.  On déduit de la loi de X; que la variable aléatoire

Xi+1

Bi= =5

suit la loi de Bernoulli de parametre /2. Comme les va-
riables Xy, ..., Xpn sont indépendantes par hypothese,
alors les variables B; = f(X;), ..., Bon = f(X3) sont in-
dépendantes elles aussi et, en tant que somme de 2n va-
riables de Bernoulli indépendantes, la variable

ZB

2
Zln Sln + i

suit la loi binomiale B(2n, 1/2) :

VO<k<m, P(Z =k = (2“) (/) (/)2

7l 2n
T4\ k)7

Comme [S;n = 0] = [Z,, =nl, on en déduit que

Lun. 1

P(Sln = 0) = an

6.a. La marche aléatoire part de 0 puisque Sp = 0. La
variable Z; prend la valeur 1 lorsque S;; = 0, c’est-a-dire
lorsque le mobile passe a nouveau par 0. La variable Y;, est
donc le nombre de passages en 0 entre les instants 1 et n,
c’est-a-dire le nombre de retours a I'origine qui ont lieu avant
I'instant n.
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6.b. La variable Y,, est une somme de n variables aléa-
toires de Bernoulli. Elle est donc presque stirement bornée
et donc d’espérance finie.

Par linéarité de 1'espérance,

E(Ya)=) E(Z)=) P(Sx=0)
i=1 k=1
apres (1),
= u
EVn) =) o
k=1
et d’apres 1L.b.,
we 1
4k

La série de terme général positif 1/\/xx est divergente (Rie-
mann), donc les sommes partielles E(Y;,) tendent vers +o0
et plus précisément

ﬂ\

I~ L7

lorsque n tend vers +oco (théoréme de sommation des
équivalents).
0 La fonction

1
f=lt— —
- 7w
est continue et strictement décroissante sur ]0, +oco[. On en
déduit (figure correctement légendée obligatoire sur la copie)
que

c’est-a-dire

V-
2 <
N * Vv - £

pour toutn € N et donc que

E(Yn) ~ 2\/E
7T

lorsque n tend vers +oco.

Partie C. Une autre marche aléatoire

7. Ilya ( ) parties de E constituées de N éléments (par
définition du coefficient binomial).

8. Comme A : Q — Ey est une variable aléatoire dis-
créte sur l'espace probabilisable (Q, .A), alors

VBCEn, [AcBleA 2)

Pour 1 < i < 2N, notons E}, 'ensemble des parties de E
constituées de N éléments et qui contiennent 1 :

i B e En
1
Beky & { ieB
Par définition,

X! =1 =[AcEy] et [X/=—1]=[AcEL]® (@)

donc [X{ =1] € Aet [X{ =—1] € Apar (2).

D’autre part, [X{ = k] = @ € A pour tout k € Z dis-
tinct de 1.

Finalement,

VkeZ, [X/ =Kk €A,

donc X{ : Q — Z est bien un variable aléatoire discrete
sur (Q, A).
9. En tant que somme d’un nombre fini de variables
aléatoires discretes sur (Q,.A), S/, est une variable aléa-
toire discrete sur (Q, A).
10. On a déja justifié que la loi de X; était portée par 'en-
semble {£]1} et que, par conséquent,
PX{==-1)=1—-P(X{ =1).

0 Comme la loi de A est la loi uniforme sur En, on dé-

duit de (3) que

PX{=1)=

L’application [B — B U{i}] réalise une bijection de l'en-
semble des parties de cardinal (N — 1) prises dans l'en-
semble

(1, i=T1,i+1,...,2N}

sur I'ensemble E};, donc
o [IN—T
wen = (1)

f oy GN=DYIIN=TINJ N 1
PXi=1)= (2N)!/[NIN!] TN 2

et par conséquent,

ce qui prouve que X{ suit la loi uniforme sur {£1}.
11. Par hypothese, #[A(w)] = N.

Il'y adonc N indices 1 < i < 2N qui appartiennent a
A(w) et N autres indices 1 < i < 2N qui n’appartiennent
pasa A(w).

Il'y a donc N indices T < i < 2N tels que X{(w) =1
et N indices 1 < i < 2N tels que X {{w) = —1. Par consé-
quent,
=N-N=0.

VweQ, Sin(w)

La variable aléatoire S}y, est donc identiquement nulle (loi
de Dirac) et, comme pour toute variable aléatoire presque
sirement constante, sa variance est nulle.

12. Les variables aléatoires X! sont toutes de méme loi et
leur variance commune est égale a 1 (calculée au 3.). Si ces
variables aléatoires étaient indépendantes, on aurait alors

(Zx) :_ZZNV(x;) =

On a démontré a la question précédente que V(S5 ) =0,
ce qui prouve que les variables X}, ..., X35 ne sont pas
indépendantes.

13.a. Comme S); est une variable aléatoire sur (Q,.A),
alors [S5; = 0] est un événement : [S5; = 0] € A. Par consé-
quent, son indicatrice 1(s; —o) est une variable aléatoire

SZN
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de Bernoulli sur (Q, A) et Y{;, en tant que somme d'un
nombre fini de variables aléatoires, est encore une variable
aléatoire sur (Q, A).

13.b. Par linéarité de I'espérance,

N N

E(YW) =) E(lis;—o)) =) P(S5 =0).

i=1 i=1

La variable S5, s’annule lorsque i variables parmi Xj, ...,
Xzi prennent la valeur 1 (et les autres prennent la valeur
—1). Autrement dit,

[Spo=0= || [An{,... 20 ={ki,. k.

]<k1 <kz<<k‘<21

N

Comme la loi de A est uniforme, il reste a compter le
nombre de cas favorables. La condition

Aw)N{ly..., 20 = {ki,..., ki}

signifie que les entiers k < 2i qui appartiennent a A(w)
sont connus : il reste donc a choisir les (N — i) entiers
2i < k < 2N qui appartiennent a A(w). Par définition
du coefficient binomial, il y a (ZE:?) possibilités et par
o-additivité de P,

P(S5 =0) = S

1<k <kz<---<k;i<21

N
unN

Il'y a (toujours par définition du coefficient binomial) (211)
termes dans cette somme, donc
Ple
P(s}, = 0) = Nt

et par définition de v,

(Le terme en i = 0 manque a l’appel!)
0 On déduit alors de 1.b. et 2. que

E(YY) ~ V7N
lorsque N tend vers +oo.

Partie D. Modélisation

14. On consideére une urne contenant N boules céladon et
N boules rose thé.

Dans le premier cas, on tire les boules avec remise
et compte +1 pour chaque boule rose et —1 pour chaque
boule verte. Il est raisonnable dans ces conditions de sup-
poser que chaque couleur est tirée avec une probabilité />
et que les tirages sont indépendants.

Dans le second cas, on tire N boules sarns remise parmi
les 2N boules présentes dans 1'urne. Il est raisonnable de
supposer que chaque ensemble de N tirages a la méme
probabilité d’étre réalisé (loi uniforme sur 'ensemble En
des tirages possibles). Les variables X{ qui indiquent la
couleur chaque boule tirée ne sont plus indépendantes
[12.] car la composition de 1'urne varie avec chaque boule

tirée. Ce qui est plus surprenant est que chaque couleur
a la méme probabilité d’apparaitre a chaque tirage, quelle
que soit I’évolution de la composition de 1'urne [10.].

Les variables Yn et Y{; comptent le nombre de fois o,
au cours de la succession de N tirages, on a retiré autant
de boules roses que de boules vertes.

Solution Il 0 Modéle de greffe de rosiers
L'ensemble I = {1,...,R} x N* est dénombrable (pro-
duit cartésien d"un ensemble fini par un ensemble dénom-
brable). D'apres le théoréme de Kolmogorov, il existe un
espace probabilisé (Q, A, P) et une famille (U;)ic1 de va-
riables aléatoires définies sur (Q, .A), indépendantes et qui
suivent toutes la loi de Bernoulli de parametre 0 <p < 1:

P(uk,n = 1) =P

VI<k<R ¥Vn>1, {P(uk,nzmzq

avec g = 1 —p comme de coutume.
L’événement [Uy , = 1] signifie que la n-ieme tenta-
tive de greffe du k-ieme rosier a pris.
O On pose, par convention,

Xe=0= () Ukn=0€A

nelN*

pour envisager le cas d'une greffe qui ne prendrait jamais.
On peut vérifier que cet événement est négligeable (par
continuité décroissante).

On envisage maintenant le cas d"une greffe qui prend
du premier coup :

Xe=1=[U1=1€A

et plus généralement d'une greffe qui finit par prendre :
pour toutn > 2,

Xe=n]=MUg1=-=Un1=0Un=1 €A

On en déduit que les Xy sont bien des variables aléatoires

sur (Q, A) qui suivent toutes la loi géométrique de para-

metre p et, par coalition, ces variables sont indépendantes.
0 Par définition,

X =Xj 4+ Xg.

Cette fonction X est une variable aléatoire discrete en tant
que somme d’un nombre fini de variables aléatoires dis-
cretes. Comme ces variables sont indépendantes et de
méme loi, on peut calculer facilement la fonction généra-
trice de X:

Vielo1), E(X)=[EeX)]"

et en déduire la loi de X.

O Dire que toutes les greffes ont prises en moins de n se-
maines signifie que le nombre de greffes nécessaires pour
chaque rosier est inférieur a n, soit

YneNY [S<n=X<n,...,Xg<n]e A
On en déduit que
S=1=X=1,...,. Xg=1€ A
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et que, pour toutn > 2,

S=n]=[S<nN[S<n—-1]° € A

Pour que la fonction S : () — N soit bien définie, il reste a
envisager le cas ol aucune greffe ne prend jamais, soit

[S=0=[Xy=---=Xg=0] € A

événement négligeable (puisque chaque Xy est presque
stirement supérieure a 1).
Cela prouve que la fonction

S = max{Xy,...,Xg}

est bien une variable aléatoire sur (Q, .A) et qu’on peut cal-
culer sa loi (puisqu’on sait que les Xi sont indépendantes
et que leurs lois sont connues).

0 Comme les Xy sont des variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi, les événements

(T <X <) cr

sont indépendants et de méme probabilité, de méme que
les événements

(Xk = “D]gkgk'

On en déduit que les fonctions définies par

Yo =) Tlicx,<n etpar
k=1

R
Zn=) lpe=n)
k=1

sont des variables aléatoires qui suivent des lois bino-
miales (en tant que somme de variables aléatoires de Ber-
noulli indépendantes et de méme parametre).

En particulier, puisque

VIKk<SR Vn>1 PO<Xx<n)=1-qg"
la variable Y;, suit la loi binomiale (R,1 — q™) et on en
déduit que

ce qui montre que

0 si0<k<R,

lim P(Y“k)% sik=R.

n—-+oo



