Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2015/2016

MP

Composition de Mathématiques
Le 9 mars 2016 — De 13 heures a 17 heures

S5i, au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et
poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Les calculatrices et les téléphones portables sont interdits.

O | — Probleme (]

On s’intéresse a I'équation différentielle suivante.
—e ]

:1+x

/

y -y

(E)

1. Soit ) anx™, une série entiere de rayon de conver-
gence R > 1 et de somme S.

1.a. Déterminer une condition nécessaire sur (an)nen
pour que la somme S soit une solution de (E) sur ]-1, 1[.
1.b. On suppose que cette condition est satisfaite. Dé-
montrer que :

_1 n—1

a e
VneN, an=———Y (1) .
n! n!
k=0
1.c. Démontrer que la suite (an)nen est bornée et
conclure.

2. Soit x > —1. Démontrer que la fonction

e—t
x+t

F:[t»—>

est intégrable sur [1, 4ool.
3. Pour tout x > —1, on pose

+oo eft
f(x) = J dt.
1 x+t

3.a. Démontrer que f est développable en série entiére
sur]—1,1[:

“+o0
Vxel-1,1[, f(x)=) bnx™
n=0

et exprimer les coefficients by, en fonction des intégrales

+oo ,—t
e
I, — J €.
1 tp

3.b. Démontrer que f est dérivable sur |—1,4o0[ et cal-
culer f'(x) — f(x) pour tout x > —1.
4. En déduire une expression de la somme

n

> (=K

k=0

en fonction des intégrales L.

5. Quelles sont les solutions de (E) sur |—1, +oo[? Dé-
montrer que (E) n"admet qu'une seule solution bornée au
voisinage de +oo et préciser le comportement asympto-
tique de cette solution.

(] Il — Probleme O

Soit n, un entier naturel. On pose E = R,[X] qu'on
munit du produit scalaire défini par

1
VIRQIEEXE oRQ = [ PHIQMdL

la norme associée a ¢ étant notée ||-||. On considere 1'ap-
plication f définie par

/

VPEeE, f(P)=(X*—1P")".

1. Vérifier que @ est bien un produit scalaire.

2. Démontrer que f est un endomorphisme symétrique
de E.

3. Déterminer le noyau de f. En déduire le rang de f.

4. Dans cette question, on suppose que n = 2 et on pose
Po=1+X

4.a. Quel estle projeté orthogonal de Py sur Im f?

4.b. Calculer

m=_inf_||Po—f(P)].
PER: [X]
4.c. Résoudre I'équation
[Po—f(P)]| = m

d’inconnue P € R [X].
5. Pour tout 0 < k < n, on définit les polyndmes Ly en
posant Ly = 1 et

Vi<k<n, L= (X2-1%%

(le polyndme Ly est la dérivée k-ieme de (X? — 1)¥).
5.a. Expliciter Ly, L, et L3.
5.b. Déterminer le degré de Ly.
5.c. ATlaide de la formule de Leibniz, exprimer les po-
lynémes
A = (0 =1)(x2 —1)%)
By = (X(X2 — 1K)

en fonction de Ly, L etde L{.
5.d. Démontrer que

VOo<k<n, (X2—1L +2XL{ —k(k+ 1)L =0.

5.e. En déduire que Ly est un vecteur propre de f, en
précisant la valeur propre associée a L.

5.f. Démontrer que (Lo,...,L,) est une base orthogo-
nale de E.
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Solution | [ Résolution d'une équation
différentielle
1.a. CommeR > 1 > 0, alors S est dérivable sur |—1,1[
et
“+o0
Vxel-1,1[, S'(x) =) (n+1anx"
n=0

Si S est solution de (E), alors pour tout x € |-1,1],

“+o0 N “+o0o (_1)n+1 N
T;[(n+1)an+1—an]x :T;fx .

Deux fonctions développables en série entiere qui coin-
cident sur un intervalle ouvert non vide ayant un méme
développement en série entiére, on en déduit que

(_])n+1
VneN, (n+1)an+1_an: o
1.b. On suppose donc que
(_])n+1
VTLEN, (n+”an+1_an: e

En particulier,
—1
a =ap+ —,
e
donc la propriété de I'énoncé est vérifiée pour n = 1.
Supposons qu'il existe un entier n € N* tel que

1 n—1
Qo e

an=—r—— ) (=1L

k=0

Alors, d’apres la relation de récurrence,

T )i
TN ET et 1)
a0 e ! nf](_”kk' B e 1(—=1)"n!
S+ (1) ) (m+1)!
k=0
1 n
- ap . e 1\K
Cm+1 (n—H)!Z( Rl
k=0
D’apres le principe de récurrence,
* ao e_] — k
Vn e N, an:ﬁ—vz(—” K.

k=0

1.c. D’apresl'inégalité triangulaire, pour toutn > 2,

n—1 n—2
Z(—])kk!‘ <) K+Mm-1)
k=0

=0

k
et comme k! < (n — 2)! pour tout 0 < k < (n —2), alors

n—1
‘ <Mm=1n-2)+n-—1=2(n-T1)L

Z (—1)*k!

k=0

En conséquence, pour toutn > 2,

lao| = 2e!

lan| < T
n! n

ce qui prouve que la suite (an)nen tend vers 0. La suite
(an)nen est donc bornée.

0 Pour un réel ao arbitrairement choisi, considérons la
suite (an)nen définie par la relation de récurrence sui-
vante :

—1
vneN, (n+1ani1—an=—.
Cette suite tend vers 0, donc le rayon de convergence de la
série entiere ) anx™ est supérieur a 1 et les calculs du 1.a.
montrent que sa somme est une solution de (E) sur ]—1, 1.
D’apres 1.b., pour tout ap € R, I'expression

-1 +oo

n—1 n
— [Z (—1)kk!] % + ape”

n=1"%k=0

est donc 'expression d’une solution de (E) sur ]—1, 1[.
Comme (E) est une équation linéaire du premier
ordre a coefficients constants, on en déduit que toutes les
solutions de (E) sont développables en série entiere sur
-1,1L
2. Lafonction F est continue sur [—1, 4+oco[. Au voisinage
de +00,0on a F(t) = o(e™t) et la fonction [t — e !] est inté-
grable sur [0, +oo[, donc F est intégrable sur [—1, +oo[.
3.a. Soit |x| < 1, fixé. Alors

+oo ,—t
f(x):J e T g

1 t T+
+oo t00 —t
n € n
:L Z{(—n T }dt.
n=0

Pour tout n € N* et tout t € [1,4o00[, on pose

—t
€ n

un(t) = (—])HWX .

O Pour tout n € N*, la fonction u,, est continue sur
(1,400l et un(t) = o(e™*) au voisinage de +oo0, donc un
est intégrable sur [1, 4ool.

0 Comme |x|] < Tett > 1, donc|x/t| < 1, donc la série
de fonctions ) u, converge simplement sur [1, +oo[ et sa
somme, d’expression

e—t

t+x’

est évidemment continue sur [1, +ool[.
O Enfin, pour toutn € N*,

“+o0 “+o0 e—t
L [un (t)| dt = U1 e dt} |

et comme, par positivité de l'intégrale,

“+oo —t “+oo
0<J ¢ dth dt
1 1

1
tn—H tn—H H’
on en déduit que

+o0o
L [un (B)| dt = o(x™)
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et donc que la série

([ )

est convergente puisque [x| < 1.
D’apres le théoreme d’intégration terme a terme (ver-
sion lebesguienne),

400 oo -t

fx) =) {(—1)“J eve) dt} X"
n=0 1
+oo

Z (=)™ Lnpax™.

n=0

Vxel-1,1[,

3.b. Posons Q =]—1,+c0[, I =[1,+oo[ et

eft

V(x,t) e QxI,

x,t) = .
Pt = 1
0 Pour tout t € I, la fonction [x — @(x,1)] est de classe
€ sur Q et .
o —e~
—(xt) = —=.
ax( ) (x +t)2
0 On a démontré que, pour tout x € Q, la fonction
[t — @(x,1)] est intégrable sur I.
Pour tout x € ), la fonction

[t — %—f(x, t)}

est continue sur I et négligeable devant e~ * lorsque t tend
vers +oo, donc elle est intégrable sur 1.
O Enfin, pour tout 0 < a < 1 et pour tout x € [—a, +oo],

—t —t 9
e < e ()

x+t)? S (t—a)Z |ox

200 - (~at)|.
Comme le majorant est intégrable sur I (d’apres le point
précédent) et indépendant de x, la condition de domina-
tion est assurée et on peut donc invoquer le théoréme de
dérivation sous le signe J' sur tout intervalle [—a, +ool.
Par suite, la fonction f est de classe €' sur ]—1, +oo[

, +0o0o e—t
f (X) = — J'] m dt.

O On en déduit que, pour tout x > —1,

et

Vx>—1,

+oo —1 1

£(x) — f(x) = L e_t(m - X—H) dt

+oo d —t
:L E{xejht} dt

—1

—e
x+1°

La fonction f est donc bien une solution de (E) sur l'inter-
valle ouvert ]—1, +ocol.
4. D’apres3.a., 3.b. et 1.c., il existe ap € R tel que

+oo 1 +oo rm—1 X"
>t = 3| Y A aoe
n=0 n=1"%k=0

pour tout x € ]—1,1[.

Deux fonctions développables en série entiere sur
]—1,1[ qui coincident sur cet intervalle ont un méme déve-
loppement en série entiére. Par conséquent, Iy = ao (par
identification des termes constants) et

n—1
Qo —1

VneN S (=D =—+4+— ) (—1)*«K!
n!  en!
k=0
donc
n—1
VneNs, Y (! =e[l; — (=)™ !l 1].
k=0
REMARQUE.— Cette formule peut étre établie par récur-

rence en intégrant I, par parties.
5. La fonction f est une solution particuliere de (E) sur
]—1,400l[. Les solutions de 1'équation homogene associée
a (E) sont les fonctions proportionnelles a exp. Par consé-
quent, g est une solution de (E) sur |—1,+4o00[ si, et seule-
ment si, il existe une constante K telle que

Vx>—1, g(x)="f(x)+Ke*.

O Sl existe deux solutions de (E) qui restent bornées
au voisinage de +oo, leur différence est une solution
de l'équation homogene : comme Ke* tend vers l'infini
lorsque x tend vers +o0 pour tout K # 0, ces deux solu-
tions doivent étre égales. Il existe donc au plus une solution
de (E) qui reste bornée au voisinage de +oo.

O Soit (Xn)nen, une suite de réels positifs qui tend vers
+o00. Alors

O pour tout n € NN, la fonction

—t
t—
{ Xn + t]
est intégrable sur (1, +o0l;

O pour tout t € [1,+00],

eft

lim =0
n—+oo X, +t

O etpourtoutt € [1,+oo[et toutn € N,

eft

Xn +1

—t

t b

<

otl le majorant ne dépend pas de n € N et est intégrable
sur [1,+oo[ (par 2.).

D’apres le théoréeme de convergence dominée, la suite
(f(xn))nen tend vers 0. D’apres la caractérisation séquen-
tielle des limites, cela signifie que la fonction f tend vers 0
au voisinage de +oco.

Par conséquent, la fonction f est I'unique solution de
(E) qui reste bornée au voisinage de +oo.
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Solution Il 0 Les polynémes de Legendre
1. Comme PQ est continue sur le segment [—1, 1], I'inté-
grale a bien un sens et on en déduit facilement que ¢ est
une forme bilinéaire et symétrique sur E.

Comme P? est une fonction continue et positive sur
[—1, 1], son intégrale est positive et elle est nulle si, et seule-
ment si, P?(t) = 0 pour tout t € [-1,1]. Comme P est un
polyndme, c’est alors le polyndme nul. Donc ¢ est définie
positive.

2. Ilestclair que f(P) est un polynéme. De plus,
deg[f(P)] < deg[(X* —1)P/] —1

< 2+deg(P')—1

<

1+ [deg(P) — 1]

donc

VP eRnX], deg[f(P)] < deg(P) (1)

et f(P) € Rn[X] pour tout P € R, [X]. Enfin, il est clair que
f est linéaire, donc f est un endomorphisme de E = R, [X].
O En intégrant par parties,

1 d 2_]P/
R e L
1

=[(t* =P (1)Q(V)]_,

Q(t) dt

1
—J (2 — P/(0Q/(t) dt
1
1
_ _J (2 — 1P’ (1)Q"(t) dt.
—1

L’expression trouvée étant symétrique en P et Q, on en dé-
duit que f est un endomorphisme symétrique pour .

REMARQUE.— D’apres (1), dans toute base échelonnée en
degré, la matrice de f est triangulaire supérieure. Comme
f est symétrique, cela prouve que toute base orthonormée
pour @ qui est échelonnée en degré est en fait une base de
vecteurs propres de f.

3. Sif(P) =0,alors (X? —1)P’ = 0 et donc P’ = 0. On
en déduit que le noyau de f est constitué des polynomes
constants.

0 Comme f est un endomorphisme de R [X], espace
vectoriel de dimension (n + 1), alors rgf = n (théoréme
du rang).

4.a. Comme f est un endomorphisme symétrique,

L
E=Kerf®Imf
donc le projeté orthogonal de Py sur Im f est égal a
Qo=P—-Qs

ot Q1 est le projeté orthogonal de Py sur Ker f =R - 1.
0 D’apres la formule du cours,

et finalement Qo = X.

4.b. Lorsque P parcourt R;([X], le polynéme f(P) par-
court Im f et, d’apres le théoréeme de Pythagore,
VP eRyX, [[Po—f(P)|
2
= [Po = Qoll* +[[Qo — f(P)". @
Comme Qq € Imf, alors

inf ||Po — f(P)[| = [|Po — Qoll = [|1]| = V2.

PeR, [X]
4.c. Toujours d’apres (2),
[Po —f(P)|| =m < f(P) =Qo

et comme f(X) = 2X, on déduit du principe de superposi-
tion que

P:a~1+l-X.

[Po—f(P)[|=m & Ja€eR, 5

REMARQUE.— On peut traiter le 4. (presque) sans théorie,
tant les calculs sont simples :

V(a,b) €R%,  [|Po— fla+bX)|| = [IT]*+ (1—2b)2|X]%,

ce qui montre que m = ||1|| et que ce minimum est atteint
pour b = 1/2 et a quelconque et donc pour f(P) = X.

5.a. Ly =2X,L,=12X%?—4,13 =120X3 — 72X.

5.b. Pour tout k € N¥, le degré de (X? — 1)* est égal
a 2k > k, donc deg(Lyx) = 2k — k = k. Par ailleurs,
deg(Lo) = 0. Donc

VkeN, deg(ly)=k.

5.c.  Quels que soient les polyndmes P et Q, on sait que

QP =y (7).

k=0
Considérons k € N*. D’apres la formule de Leibniz,

)(k+2)

(X*—1)P = (X2 = 1P 4 (k4 2)(2x)P*+ 1)

1)

(les autres termes étant nuls) donc
Ag = (X2 = DL +2(k + 2)XL{ + (k + 1) (k + 2)Ly.

De méme,

k+1

(XP) Y = XPOtD) 4 (k4 1)P()

(les autres termes étant nuls) donc
Bix = XLy, + (k + 1)Lg.

11 est facile de vérifier que ces formules sont encore
vraies pour k = 0 : elles sont donc vraies pour tout k € IN.
5.d. Pour tout k € N*, d’apres la formule de dérivation
d’un produit,

Ak = [2X0C = 1% 4 2kX(X2 — 1)k <

=2(k+1)By
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et il est facile de vérifier que cette formule est encore vraie
pour k = 0.
On peut alors déduire de la question précédente que

vo<k<n, (X2—1LY+2XL{ —k(k+ 1)Ly = 0.
5.e. Pourtout P € R, [X],

f(P) = (X* = 1)P” + 2XP’
donc d’apres la question précédente

VkeN, f(Ly)=k(k+1)Lg.

Comme Ly # 0 (son degré est égal a k € N), on en déduit
que Ly est un vecteur propre de f associé a la valeur propre
k(k+1).
5.f. Pourtoutk € N,onak(k+1) < (k+1)(k+2), donc
les polyndmes Ly, 0 < k < n, sont associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes. Comme I'endomorphisme
f est symétrique, on en déduit que la famille (Li)ock<n est
une famille orthogonale de E.

Comme il s’agit d’une famille orthogonale de (n + 1)
vecteurs non nuls dans un espace de dimension (n + 1), il
s’agit bien d"une base orthogonale de E.



