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0 Probleme 0

On note ¥([0,1]), I'espace vectoriel des fonctions
continues du segment [0, 1] dans R. Pour tout A € R,
on note @y, I'élément de ¥([0, 1]) défini par

Vxel0,1], A

ealx) =x".
Par convention, la fonction o est la fonction constante
égalea 1.

Soit (Ax)xen, une suite de réels positifs et deux a deux
distincts. On note W, le sous-espace vectoriel de %’([0, 1])
engendré par la famille

((PAk )kE]N-

Le but du probléme est d’établir des critéres de densité de
l'espace W dans ([0, 1]) pour 1'une ou 'autre des normes
classiques définies par

Noo(f) = sup ]f(x)‘
x€[0,1]

! 2
N, (f) = L [f(x)|” dx.

1. Démontrer que la famille (@x)a>0 est une famille libre
de ([0, 1]).

et par

Partie A.

Soitn € N*. On considere deux familles (ax)i1<k<n et
(bx)1<k<n de réels tels que

Déterminants de Cauchy

V1<ijk<n, (lj-l-bk#O.

Pour tout entier 1 < m < n, on note alors D,,, le déter-
minant de la matrice

<ai -]F bj)1<i)j<m € Mm (R),

dit déterminant de Cauchy d’ordre m.
On définit également la fraction rationnelle

3
L

(X —ax)
€ R(X).
(X + by)

~
Il
-

~
Il

1

2. Démontrer que si R est de la forme

A
k
R =
I;X-Fbk)

alors
AnDn = R(an)DnA .

U On pourra considérer le déterminant obtenu a partir de Dy,
en remplagant la derniére colonne par

3. Endéduire que

Partie B. Distance d’un point a une partie

Soit (E, ||-]|), un espace vectoriel normé. On rappelle
que la distance d’un point x € E a une partie non vide
A C Eestle réel d(x, A) défini par

d(x,A) = inf [x—yll.
yeA

On considéere un sous-espace vectoriel V de dimen-
sion finie de E et on pose :

B={yeck: |ly—x|<|x|}

4. Démontrer que d(x,A) = 0 si, et seulement si, x est
adhérenta A.

5. Soient (An)nen, une suite croissante de parties de E

et
A= U An.
nelN

Démontrer que

d(x,A) = lim d(x,An).

n—-+oo

6.a. Pour5/2 uniquement. Démontrer que BNV est une
partie compacte de E.
6.b. Endéduire que

d(x,V)=d(x,BNYV)

pour tout x € E.
7. En déduire que, pour tout x € E, il existe un élément
y deV tel que

d(x, V) =[x —y].
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Partie C. Distance d’un point a un sous-espace de
dimension finie

Dans cette partie, E est un espace vectoriel réel de di-
mension finie, muni d’un produit scalaire (-|-) et de la
norme associée a ce produit scalaire.

8. Soit V, un sous-espace vectoriel de dimension finie de
E. Démontrer que, pour tout x € E, le projeté orthogonal
de x sur V est I'unique élément y € V tel que

d(X, V) = ||X - y”

Pour toute famille (x1,...,x,) de vecteurs de E, on
désigne par G(x1,...,Xn), le déterminant de la matrice de
Gram définie par

M(X]).--)Xn) = ((Xl |X] ))1<1,]<n.
9. Démontrer que G(x1,...,Xn) = 0 si, et seulement si,
la famille (x1,...,xn) est liée.
10. On suppose que la famille (x1,...,xn) est libre et on

note V, le sous-espace vectoriel de E engendré par cette
famille. Démontrer que

2 Gx1y...yXn,X)

[d(X, VH G(X1y.veyXn)

pour tout x € E.

Partie D. Comparaison des normes N, et N,

Pour toute partie A de €([0, 1]), on note A% et Kz, les
adhérences de A relatives aux normes N, et N, respecti-
vement.

Pour f € €¢([0, 1]), on note d(f, A), la distance de fa A
relative a la norme N5 :

d(f,A) = inf Ny (f — g).
geA

11. Démontrer que

En déduire que
AC CA
pour toute partie A de €'([0, 1]).
12. Démontrer que I'adhérence d’un sous-espace vecto-

riel V de E est un sous-espace vectoriel fermé de E.
13. On considere I'ensemble

Vo = {f € %([0,1]) : £(0) =0}

et on rappelle que @ désigne la fonction constante égale
al.
13.a. Démontrer que @o € V_oz.
13.b. En déduire que Vj est dense dans ([0, 1]) pour la
norme N, mais pas pour la norme N.
14. Démontrer qu'un sous-espace vectoriel V de ([0, 1])
est dense pour la norme N si, et seulement si,

VmeN, o¢mn€ V=,
15. En déduire qu'un sous-espace vectoriel V de ([0, 1])
est dense pour la norme N si, et seulement si,

VmeN, omeV.

Partie E.

Pour tout n € N, on note W;,, I'espace vectoriel en-
gendré par la famille finie

Un critére de densité pour la norme N,

(@ Jogkgn.

16. Démontrer que le sous-espace vectoriel W est dense
dans %([0, 1]) pour la norme N si, et seulement si,

VueN, lim d(e.,Wn)=0.
n—-+oo
17. Démontrer que

A —

] n
d )Wn =
(01 Wn) \/2u+1£107\k+u+1

pour tout p > 0.
18. Soit p > 0. Démontrer que la suite

P —
e

tend vers 1 si, et seulement si, (Ax)xen tend vers +oco.
U On pourra étudier les variations de

{x n—x }
x+u+1
pour x € [0, pl.

19. En déduire que l'espace W est dense dans ¢'([0, 1])
pour la norme N si, et seulement si, la série

Z ]
K Ak
est divergente.

Partie F.

20. On suppose que W est dense dans ¢([0,1]) pour la
norme N,. Démontrer que la série

1
25

Un critére de densité pour la norme N

est divergente.
21. Soit1l) € Wy, : on peut représenter un tel élément sous
la forme

n
b=> akgx,.
k=0

Démontrer que, si Ax > 1 pour tout 0 < k < n, alors

n
Noo (@ — W) < Nz(mpuq -y ak}\k(PAk—l)
k=0
pour tout pu > 1.
22. On suppose que Ag = 0, que

V=1, A>T ()

et que la série
Z ]
k>1 Ak
est divergente. Démontrer que W est dense dans %'([0, 1])
pour la norme N.
23. Démontrer que la conclusion reste valable si on sub-

stitue la condition
gf] A >0 (&)

a la condition (7).
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Solution [ Théoréeme de Miintz

1. Rappelons que, par définition : la famille (@a)rer,
est libre si, et seulement si, toute sous-famille finie est libre.

Considérons donc, pour un entier n > 1 arbitraire-
ment choisi, une famille

O0<A <A< < Ay
et une relation de liaison
K1 PpA, T X2PA, + -+ Xn@Pp, = W.
Si(aqy...,an) # (0,...,0), alors on peut supposer que
a1 # 0 (si tel nest pas le cas, on peut exclure certains vec-

teurs de cette famille et réindexer les vecteurs restants).
Par conséquent,

_(Xn

_(Xz
M= 2 4 XM,

Vx e lo,1],
X1 X1

Comme A1 < Ay < --- < Ap, alors le second membre est
o(xM) au voisinage de 0, ce qui nest pas cohérent avec le
premier membre. CQFD

VARIANTE.— Soit u, 'endomorphisme de ([0, 1], R)
défini par

Vxel0,1], u(f)(x)=xf'(x).
Pour tout A > 0, la fonction @, est un vecteur propre de
I'endomorphisme u, associé a la valeur propre A. Comme
des vecteurs propres associés a des valeurs propres deux
a deux distinctes sont linéairement indépendants, on en
déduit que la famille (@x)acr , est libre.

Partie A.

2. Ilestclairque R(a;) =--- = R(an—1) = 0. Par consé-
quent, le déterminant

Déterminants de Cauchy

1 1
ar + by aj +bng ((11)
1 1
- . Rla.
Qn-1+ by An-1 +bn (@n-1)
1 1
- . - R
an + by an +bnq (an)
est égal a
1 1
- .. - 0
ar + by a; +bng
1 1 = R(an)Dn_1
Qn-1 + by Qn—1 + bn_g
1 1
- . B
an +b1 an+bn—1 (an)

en développant par la derniére colonne.

En supposant que la fraction rationnelle R admet un
développement de la forme indiquée, on peut développer
par la derniére colonne le déterminant

1 1
- .. - R(a
ar + by a; +bn g (a1)
1 1
- ... Rla.
an-1+ by an-1+bn (an-1)
1 1
- . - Rla
an + by an +bnq (an)
pour trouver
1 1 1
ay + by ai +bn_ ay + by
n : : :
A
DA 1 1 1
k=1 - ...
an—1 +b1 An—1 +bn—1 an—1 +bk
1 1 1
an + by an +bn an + by

Pour 1T < k < n, le déterminant est nul (la derniere co-
lonne est égale a la k-iéme colonne) et il ne reste donc que
AnDn.

On a ainsi démontré que A, Dy, = R(an)Dn_1.
3. Siles réels by ne sont pas deux a deux distincts, alors
D, estnul (il y a deux colonnes égales) et la formule don-
née par I'énoncé est nulle elle aussi.

O Supposons donc que les réels by sont deux a deux dis-
tincts. Dans ce cas, la fraction rationnelle R n’a que des
poles simples et admet donc une décomposition en élé-
ments simples de la forme

R:
]; X+ by

otl les Ay sont des réels déterminés par la méthode usuelle
dans le cas d'une fraction a poles simples. En particulier,
A est la limite de (x 4+ bn)R(x) lorsque x tend vers —b,,
c’est-a-dire

n—1

_ (—bn—ax) T (ax+bn)
An_g (b —bn) 7]'_[ 70

par hypothese de I’énoncé.
On déduit alors de 2. que

n—1 n—1
bn — by an — ak Dn_1
D. =
e ) e P
k=1 k=1
et comme
1
Di=——
! ajq +b1)

on en déduit par récurrence la formule fournie par I’énoncé.
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Partie B.
4. Comme

Distance d’un point a une partie

d(X)A) = ylgﬁ\ HX _UH)

il existe une suite (Yyn)nen d’éléments de A telle que
[Ix —yn| tende vers d(x,A). Si d(x,A) =0, alors ||x — yn]|
tend vers 0, ce qui signifie que la suite (yn )Jnen converge
vers x et donc que x est adhérenta A.

Réciproquement, si x est adhérent a A, alors il existe
une suite (Yn)nen d’éléments de A qui converge vers x.
Comme une borne inférieure est un minorant, alors

VneN, 0<d(x,A)=inf |[x—y| < |x—ynl
yeEA

et comme ||x —yn | tend vers 0, alors d(x,A) = 0 d’apres
le théoreme d’encadrement.

REMARQUE.— Pour rédiger de facon satisfaisante une
telle question de cours, il faut faire apparaitre clairement
la maniere dont on traduit chaque hypothese : sauter une
étape revient a admettre le résultat!

5. Plus l'ensemble des parametres est grand, plus la
borne inférieure est petite (et plus la borne supérieure est
grande, mais la n’est pas la question). Ici, A;, C A pour
toutn € N, donc

VnelN, d(x,A)<d(x,An).

Soit ¢ > 0. Par définition de d(x, A) comme borne in-
térieure, il existe y, € A tel que

d(x,A) < [x—ye| < dlx,A) + e

Par définition de A, il existe donc un entier ng tel que
Ye € A, et par conséquent y. € A,, pour toutn > no. En
particulier,

Vnzmno, dixAn) = inf [[x—yl| <[x =yl
yGAn

et finalement

Ing e N, Vn>ng, d(x,A)<d(x,An) <d(x,A)+e.

Comme ¢ > 0 a été arbitrairement choisi, cela signifie que
d(x,An) tend vers d(x, A) (par valeurs supérieures).

6.a. La partie B NV est bornée en tant que partie conte-
nue dans la boule B, qui est bornée (comme toutes les
boules). Elle est fermée en tant qu’intersection de deux fer-
més : la boule fermée B et le sous-espace V de dimension
finie.

En tant que partie fermée et bornée de 1’espace de di-
mension finie V, c’est une partie compacte de V et donc
une partie compacte de E.

6.b. Comme BNV C V,alors d(x,V) < d(x,BNV) (cf
5.).
Réciproquement, comme V = (BNV)U (B¢ NV), donc

d(x,V) = min{yeiggv Ix—yl, inf [x—yl}.

yeBenv

Comme V est un espace vectoriel, V contient le vecteur
nul, donc

d(x,V) = inf [[x =yl < [}x —O0e|[ = [[x[|.
yev

Siy € BNV, alors ||x —y|| > [|x|| = d(x, V), donc

dx,V) = inf [lx—y| =d(xBNV).

i

ye
REMARQUE.— Il peut arriver que B NV soit réduit a un
point : si E est un espace euclidien et si x est orthogonal a
V, alors le projeté orthogonal de x sur V est le vecteur nul,
donc BNV ={0g}etd(x,V) = ||x].
7. La fonction [y +— ||x —yl|] est continue (elle est lip-
schitzienne d’apres 1'inégalité triangulaire), donc elle at-
teint un minimum sur le compact B NV : il existe donc un
élément yo de BNV C V tel que

A V) = inf | [x =yl =[x —yol.

VARIANTE.— Comme d(x, V) est une borne inférieure, il
existe une suite (un)nen d’éléments de B NV telle que
[lx —un|| converge vers d(x,V). Comme B NV est com-
pacte, il existe une suite extraite (Wy(n))nen qui converge
vers Yo € BNV et, par continuité de la norme,

[ —yoll = nLHEOO x = uwemll = nLH}JOO [[x —un|
=d(x, V).
Partie C. Distance d’un point a un sous-espace de

dimension finie

8. Comme V est un sous-espace de dimension finie, le
projeté orthogonal p(x) de x sur V est bien défini.
Par 7., il existe yo € V tel que

X —yol = d(x, V) = [[x = p(x]]|

puisque p(x) € V. Comme x — p(x) est orthogonal a V,
alors

Ix—yoll* = |[x = p()||* + [[p(x) = yo |’

d’apres le théoreme de Pythagore. Si yo # p(x), alors
lp(x) —yol| > 0 donc ||x —yol| > [|x —p(x)||, ce qui con-
tredit I'inégalité précédente.
Par conséquent, le projeté orthogonal p(x) de x sur V

est'unique élément y € V tel que d(x,V) =[x —y|.
9. Onnote M au lieu de M(x1,...,xn).

0 Si G(x1,...,xn) = 0, alors la matrice carrée M n’est
pas inversible et il existe une matrice colonne non nulle

u:<“1)---)“n>emn,1(R)

telle que MU = 0 et donc telle que

n 2
H Yy ockka — 'UMU = 0.
k=1

On en déduit que ox1x1+- - -+ anxn = O¢ et donc que la fa-
mille (x1,...,%n) est liée (puisque les ax ne sont pas tous
nuls).

O Réciproquement, si la famille (xi,...,xn) est liée,
alorsil existe une famille («1, ..., &y ) de scalaires non tous
nuls telle que

xX1X] + -+ XnXn = O.
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Par linéarité a droite du produit scalaire, on en déduit que

i o5 X; ) =0
j=1

n
vV1i<ign, Zocj(xilxj) = (xi
k=1

ce qui signifie que la matrice colonne (non nulle)
U= <(X],-.-,(Xn>

vérifie MU = 0. Par suite, la matrice M n’est pas inversible
et son déterminant est nul.
10. Par 8.,

d(x, V) =[x = p(0)]|* = (x—p(x) +p(x) [x—p(x))
= (x}x—‘p(x))
I = (x|p(x)

puisque p(x) et x — p(x) sont orthogonaux.
Comme p(x) € V, il existe des scalaires A1, ..
que

., An tels

p(x) =Aix1 4+ Anxn

et comme 'opération
n
Crp1 ¢ Cngr — ) MeC
k=1

ne modifie pas la valeur d'un déterminant, on en déduit

que le déterminant G(x1,...,Xn,x), égal a
(x11%1) (x1lxn)  (x1lx)
(xnlx1) (xnlxn)  (xnlx)
(x[x1) (x[xn)  (x]x)

est aussi égal a

(x11x1) (x11xn)  (x1lx—pKx))
(xn 1) (xnl%n)  (xnlx—p(x))
(x|x1) (x|xn) (x]x—=p(x))
c’est-a-dire a
(x11%1) (x11xn) 0
(onX1) (Xnixn) 6 ,
(x]x1) (xIxn)  [x=pKX)|

puisque le vecteur x —p(x) est orthogonal a V, il est ortho-
gonal aux vecteurs x1, ..., X, qui engendrent V. En déve-
loppant par la derniére colonne, on en déduit que

G(X1yenyXnyX) = ||x—p(x)HzG(x1,...,xn).
Comme la famille (x1,...,x,) est libre, le déterminant
G(x1,...,%xn) n'est pas nul (par 9.), ce qui permet d’en dé-

duire la distance de x a V.

Partie D.

11. Toute fonction continue sur un segment est bornée,
donc N (f) est bien définie et c’est un majorant de [f],
donc

Comparaison des normes N, et N,

Yte01, [f(t)|" < Noo(f)2.

Sur le segment [0, 1], les fonctions continues et en particu-
lier les fonctions constantes sont intégrables, donc

1 1
J I£(t)]* dt < J Noo (£)? dt = N ()2
0 0

et finalement
v e e(lo,1]),

O Soit A, une partie de €'([0, 1]) et g, un point adhérent
a A pour la norme N. Il existe donc une suite (f;,)nen
de fonctions appartenant a A telles que N (g — f) tende
vers 0.

D’apres l'inégalité établie ci-dessus,

VnelN, 0<Nz2(g—~fn) <Nolg—Tn)

N2 (f) < Noo(f).

donc la suite (fn)nen converge vers g pour la norme N,
ce qui prouve que g appartient aussi a 'adhérence de A
pour Na.

12. On sait que I'adhérence d'une partie quelconque de E
est une partie fermée de E.

L’adhérence de V est donc une partie fermée de 1’es-
pace vectoriel E, qui n’est pas vide (elle contient V). Il reste
a vérifier que cette adhérence est stable par combinaison
linéaire.

Soient f et g, deux points adhérents a V : il existe
deux suites (Un)nen et (Vn)nen qui convergent respecti-
vement vers f et g. Pour tout A € KK, la suite (A, +Vn )nen
converge vers Af + g, donc Af + g appartient bien a I'adhé-
rence de V.

Ainsi, I'adhérence d"un sous-espace de E est un sous-

espace fermé de E.
13.a. Une figure suggere de considérer les fonctions fy
définies par f,(t) = nt pour t € [0, V/n] et f(t) = 1 pour
t € [Vn, 1] : ces fonctions sont affines par morceaux et
continues sur [0, 1] (la fonction f;,, est continue a gauche
etadroiteent = 1/,).

Po

1 3

»
L

0 1/ 1

On vérifie la justesse de la figure par le calcul suivant :

1 > 1/11
J|@ouy—ﬂdﬂ\dtzj (1—nt)?dt
0

0
10

=—J' uzdu:L
n Jo 3n
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en posant u = 1 —nt. La suite (f;,)n>1 converge donc vers

@o pour la norme N».

13.b. Soit f € €([0,1]). Comme
f=[f(0) - @o] + [f—f(0) - @o],

la fonction f est une combinaison lin’eaire d’"une fonction

(@o) qui appartient a ’adhérence de V pour la norme N

et d’une fonction qui appartient a V et donc a ’adhérence

de Vo.

Comme V( est un espace vectoriel, son adhérence
pour la norme N; est encore un espace vectoriel (12.), donc
f appartient a I'adhérence de Vj pour N,. Ainsi, le sous-
espace Vy est dense dans ([0, 1]) pour No.

0 Pour tout f € V,,
Noo(f — @o) = sup |f(t) —
telo,1]

> [f(0) — @o(0)| = 1.

@o(t)|

Il est donc impossible qu'une suite (fr,)nen d’éléments de
Vo converge vers @ € €([0,1]) pour la norme N. Cela
démontre que Vj n’est pas dense dans %'([0, 1]) pour No,
14. Supposons que V soit dense dans €'([0, 1]) pour une
norme N. Comme les fonctions ¢,, sont continues sur
[0, 1], il faut que les fonctions ¢, appartiennent a I'adhé-
rence de V pour la norme N (quel que soit m € N).

Cette condition nécessaire vaut tant pour la norme
N = N, que pour la norme N = Nj.

0 Réciproquement, supposons que ¢, appartienne a
v pour tout m € N. Par 12., I'adhérence de V est stable
par combinaison linéaire, donc toute fonction polynomiale
sur [0, 1] appartient a V>

D’apres le théoreme de Weierstrass, toute fonction f
continue sur [0, 1] est limite pour la norme N, d'une suite
(fn)nen de fonctions polynomiales.

Comme V°° est fermée (12.), la limite f de la suite
convergente (f,,)Jnen appartient encore a V°.

Ainsi, V est dense dans ¢([0, 1]) pour la norme N,
15. La nécessité de cette condition a été justifiée a la ques-
tion précédente.

O Par 14., cette condition est suffisante pour que V soit
dense dans ([0, 1]) pour la norme N. Par 11.,

£(0,1) = V™ c V> c ¢([0,1])

donc V est dense dans %'([0, 1]) pour la norme N,.

Partie E.
16. La norme N est associée au produit scalaire

Un critére de densité pour la norme N,

1
(g) =L f(t)g(t) dt,

si bien qu’'on peut appliquer les résultats de la partie C
avec ||-|| = Na.

O Les sous-espaces vectoriels W;, forment une suite
croissante de parties de € ([0, 1]) telles que

W = U W,,.
neN

6
Par 5.,
VpeN, dley,W) :nEToo d(@, Wn)
et par 4.,
VHEN, d(@,W) =0 & @, W .

Enfin, par 15., le sous-espace W est dense dans %([0, 1])

pour la norme N si, et seulement si, ¢, € W’ pour tout
ne N

Ainsi, le sous-espace W est dense dans %'([0, 1]) pour
N> si, et seulement si,

VueN, hm Ao, Wn) =0.
17. En tant que famille extraite d’une famille libre (1.), la

famille (@a, Jxen est une famille libre et, d’apres 10.,

G((p7\1a---)(p7\ a(pu)
Wh) = o
d((pu’ ) \/ G((p>\1)"')(p>\n)
et (quelle surprise...)
! 1
Va,be Ry, (@alep) :J tatbdt:m-
0

Les déterminants de Gram a calculer sont donc des déter-
minants de Cauchy avec
1

ai=bi=A;+ =.

vi<ign, 7

En appliquant avec a,, = b, = p + 1/ (et en décalant
d’un cran les indices) la formule de récurrence entre D, et
D.,._1 établie au 3., on obtient

Ak)?

n
G((PM)---»(PM)(P;L _ H }‘L
2u+1 o et 1)2

G((pMa---)(p?\n)

En prenant la racine carrée, on doit faire apparaitre une
valeur absolue au numérateur (le signe de (Ax — ) est in-
connu) mais pas au dénominateur (puisque Ay +u+1 > 0).

REMARQUE.— La formule donnée par 'énoncé au 3. ne
sert strictement a rien ici, seule la relation de récurrence est
vraiment utile...

18. Il estclair que: si (Ak)ken tend vers 4o, alors la suite

Ak —
(i e

tend vers 1 (limite a 1'infini d"une fonction rationnelle).

O La fonction u = [x — Xiu +1} est de classe ' sur
[0, +oo[ (en tant que fonction rationnelle dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas) et strictement décroissante (le nu-
mérateur est strictement décroissant, le dénominateur est
strictement croissant et strictement positif). De plus, elle est
nulle en x = p et tend vers —1 au voisinage de +oo.

Par suite, la fonction |u| réalise une bijection de [0, p]
sur [0, */,. + 1] et une bijection de [y, +oo[ sur [0, 1[. La ré-
ciproque de cette seconde bijection, que nous noterons v,
tend vers 400 au voisinage de 1.
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O Si la suite (Ju(Ak)l)ken tend vers 1, alors il existe un
rang N tel que

B
w1

et d’apres 1’étude précédente de u

Vk>NO, Ak)u

vk = No, <Jund| <1

donc

Vk}No, )\k :v(‘u(%k”)
Comme v tend vers +o0 au voisinage de 1, on déduit du
théoreme de composition des limites que (An)nen tend
vers +00.
19. D’apres l’étude de u au 18., la quantité d(¢,, Wy ) est
un produit de réels compris entre O (inclus) et T (exclus).
Par conséquent, c’est une expression positive et décrois-
sante en fonction de n : cette quantité admet une limite
positive et nous cherchons maintenant si cette limite est
nulle ou strictement positive.

O Siun entier pest1'un des Ay, alors ¢, appartienta W
et donc a 'adhérence de W. Dans tout ce qui suite, on sup-
pose que l'entier p n’est pas un terme de la suite (Ai)ken.

O Premier cas : Supposons que la suite (Ax)xen ne
tende pas vers +oco. Dans ce cas, il existe 0 < v < 1 et
une suite extraite (Ay (k) )ken telle que

Ay k) — 1

VkelN, 0 ——— K
) 7\¢(k)+u+]

Par conséquent, puisque tous les facteurs sont compris
entreOet 1,

n)
H e—nl 12[ m e
7\k+u+1 Ay +u+1

et d(@yu, Wy) tend vers 0 (pu1sque cette suite convergente
admet une suite extraite de limite nulle).

Dans ce cas, la série ) 1/5, est grossierement diver-
gente.

0 Deuxieme cas: Supposons que la suite (Ay )xen tende
vers +oo. La distance d(¢, Wn) tend vers 0 si, et seule-
ment si, son logarithme tend vers —oo, ce qui revient a dire
que la série de terme général négatif

Z n AU Sl T
Ak + 41
est divergente.
Comme il s’agit d’une série dont le terme général est
de signe constant, il suffit de calculer un équivalent du
terme général pour caractériser la nature de cette série.

Comme (A )ren tend vers +oc0, on peut supposer que
k est assez grand pour que A > u et donc que

Ak — 1 p+1
PUIEEITINES (1—}\—k)—en(1+ A )N
Par conséquent, les séries
Y
A+ + MNetpt+1
sont de méme nature.
0 Conclusion : Par 16., 17. et 18., I'espace W est dense

dans ([0, 1]) pour la norme N3 si, et seulement si, la série
Y /A est divergente.

—(2u+1)
Ak '

1
25

Partie F. Un critére de densité pour la norme N,

20. Par 11., si W est dense dans %([0, 1]) pour N, alors
W est aussi dense dans %'([0, 1]) pour N; et, dans ce cas, la
série ) 1/, est divergente d’apres 19.

21. SiA > 1,alors @y est de classe € sur [0, +o00[ et

(@A) =N @r_r1.

Comme p > 1etAx > 1 pour tout k, alors ¢, (0) = (0) =
0 et on déduit du théoreme fondamental de 1’Analyse que

YxEl0T) (9u—bIx) = | How(t) -/ (0)dt
0
et de I'inégalité de la moyenne que

Vxe 0], [(ou -] < L i@t (t) —0/(t)] dt

1
< J |1 (t) —P'(t)] dt
0

(puisque l'intégrande est positif sur [0, 1]). En appliquant
I'inégalité de Schwarz au second membre, on obtient

1
L @yt () — 7 (6)] dt < Na(py_1 —/)Na(L).

Comme N;(1) =1, on en déduit que

Vxel0], [(@u—1)x)| < N2(upu 1 —1)

et donc, en passant a la borne supérieure, que

Neo(@p — ) < N2(p@y 1 — P)
ce qui est bien 1'inégalité cherchée.
22. 1l existe au plus un k tel que Ay = T : nous suppo-
serons donc dans la suite que k est assez grand pour que
Ak > 1.

O Commelasérie ) 1/, estdivergente, deux cas se pré-
sentent :

Ou bien cette série est grossierement divergente et,

dans ce cas, la série ) 1/x, — 1 est aussi grossiérement di-
vergente :

Ou bien son terme général tend vers O et, dans ce cas,

1 1

M—1 A

et, comme il s’agit de deux séries de termes généraux positifs,
la série ) /A, — 1 est divergente.

Dans les deux cas, d’apres 19., le sous-espace engen-
dré par les @j, 1 est dense dans ¢'([0, 1]) pour la norme
N».

0 Soit i e N.
Comme Ap =0, alors @o = @r, € W.
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Supposons p > 1. Pour tout € > 0, il existe un entier
1 et des scalaires by, ..., by tels que

Par 21.,

Comme ¢ > 0 est arbitrairement choisi, cela signifie que
@y estadhérent a W pour N.

Ainsi, @, est adhérent a W pour N, quel que soit
p € N. Par 14., 'adhérence de W pour N, est donc égale
a?([0,1]).

23. Le changement de variable t = x* va nous donner la
solution !

0 Pour tout « > 0, I'application [x — x*] est une bijec-

tion continue de [0, 1] sur [0, 1], donc

sup [f(x)= Y avon, ()
k=0

x€(0,1]
n
= sup }f(X“) — Z ak@xk(x‘x)}
x€[0,1] k=0
n
= sup }foc(x) - Z Ak Pary (X)}
x€[0,1] k=0

ol f est la fonction continue définie par f(x) = f(x*).
Les égalités précédentes montrent que : si la famille
(@, Jken est dense dans ([0, 1]) pour N, alors la fa-
mille (@a, Jken est aussi dense dans ¢([0, 1]) pour N.
0 Si infk>1 Ak >0, alors

1

Vo> ———
1nfk>1 )\k)

Vk>1, ode>1

donc la famille (@, Jken est dense dans ([0, 1]) pour
No par 22. et finalement la famille (@x, Jxen est aussi
dense dans ([0, 1]) pour Ne.



