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❖ Problème ❖

On note C ([0, 1]), l’espace vectoriel des fonctions
continues du segment [0, 1] dans R. Pour tout λ ∈ R+,
on note ϕλ, l’élément de C ([0, 1]) défini par

∀ x ∈ [0, 1], ϕλ(x) = x
λ.

Par convention, la fonction ϕ0 est la fonction constante
égale à 1.

Soit (λk)k∈N, une suite de réels positifs et deux à deux
distincts. On note W, le sous-espace vectoriel de C ([0, 1])

engendré par la famille

(ϕλk)k∈N.

Le but du problème est d’établir des critères de densité de
l’espaceW dans C ([0, 1]) pour l’une ou l’autre des normes
classiques définies par

N∞(f) = sup
x∈[0,1]

∣

∣f(x)
∣

∣

et par

N2(f) =

√∫1

0

∣

∣f(x)
∣

∣

2
dx.

1. Démontrer que la famille (ϕλ)λ>0 est une famille libre
de C ([0, 1]).

Partie A. Déterminants de Cau
hy

Soit n ∈ N∗. On considère deux familles (ak)16k6n et
(bk)16k6n de réels tels que

∀ 1 6 j, k 6 n, aj + bk 6= 0.

Pour tout entier 1 6 m 6 n, on note alors Dm, le déter-
minant de la matrice

( 1

ai + bj

)

16i,j6m
∈ Mm(R),

dit déterminant de Cauchy d’ordrem.
On définit également la fraction rationnelle

R =

n−1∏

k=1

(X− ak)

n∏

k=1

(X+ bk)

∈ R(X).

2. Démontrer que si R est de la forme

R =

n∑

k=1

Ak

X+ bk
,

alors
AnDn = R(an)Dn−1.

☞ On pourra considérer le déterminant obtenu à partir de Dn
en remplaçant la dernière colonne par











R(a1)
R(a2)

...
R(an)











.

3. En déduire que

Dn =

∏

16i<j6n

(aj − ai)(bj − bi)

∏

16i,j6n

(ai + bj)
.

Partie B. Distan
e d'un point à une partie

Soit (E, ‖·‖), un espace vectoriel normé. On rappelle
que la distance d’un point x ∈ E à une partie non vide
A ⊂ E est le réel d(x,A) défini par

d(x,A) = inf
y∈A

‖x− y‖.

On considère un sous-espace vectoriel V de dimen-
sion finie de E et on pose :

B =
{
y ∈ E : ‖y− x‖ 6 ‖x‖

}
.

4. Démontrer que d(x,A) = 0 si, et seulement si, x est
adhérent à A.

5. Soient (An)n∈N, une suite croissante de parties de E
et

A =
⋃

n∈N

An.

Démontrer que

d(x,A) = lim
n→+∞

d(x,An).

6. a. Pour 5/2 uniquement.Démontrer que B∩V est une
partie compacte de E.

6. b. En déduire que

d(x, V) = d(x, B ∩ V)

pour tout x ∈ E.
7. En déduire que, pour tout x ∈ E, il existe un élément
y de V tel que

d(x, V) = ‖x− y‖.
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Partie C. Distan
e d'un point à un sous-espa
e de

dimension �nie

Dans cette partie, E est un espace vectoriel réel de di-
mension finie, muni d’un produit scalaire ( · | · ) et de la
norme associée à ce produit scalaire.
8. Soit V , un sous-espace vectoriel de dimension finie de
E. Démontrer que, pour tout x ∈ E, le projeté orthogonal
de x sur V est l’unique élément y ∈ V tel que

d(x, V) = ‖x− y‖.

Pour toute famille (x1, . . . , xn) de vecteurs de E, on
désigne par G(x1, . . . , xn), le déterminant de lamatrice de
Gram définie par

M(x1, . . . , xn) =
(

( xi | xj )
)

16i,j6n
.

9. Démontrer que G(x1, . . . , xn) = 0 si, et seulement si,
la famille (x1, . . . , xn) est liée.
10. On suppose que la famille (x1, . . . , xn) est libre et on
note V , le sous-espace vectoriel de E engendré par cette
famille. Démontrer que

[

d(x, V)
]2

=
G(x1, . . . , xn, x)

G(x1, . . . , xn)

pour tout x ∈ E.

Partie D. Comparaison des normes N∞ et N2

Pour toute partie A de C ([0, 1]), on note A
∞

et A
2
, les

adhérences de A relatives aux normes N∞ et N2 respecti-
vement.

Pour f ∈ C ([0, 1]), on note d(f, A), la distance de f à A
relative à la norme N2 :

d(f, A) = inf
g∈A

N2(f − g).

11. Démontrer que

∀ f ∈ C ([0, 1]), N2(f) 6 N∞(f).

En déduire que

A
∞ ⊂ A2

pour toute partie A de C ([0, 1]).
12. Démontrer que l’adhérence d’un sous-espace vecto-
riel V de E est un sous-espace vectoriel fermé de E.
13. On considère l’ensemble

V0 =
{
f ∈ C ([0, 1]) : f(0) = 0

}

et on rappelle que ϕ0 désigne la fonction constante égale
à 1.
13. a. Démontrer que ϕ0 ∈ V0

2
.

13. b. En déduire que V0 est dense dans C ([0, 1]) pour la
norme N2, mais pas pour la norme N∞.
14. Démontrer qu’un sous-espace vectoriel V de C ([0, 1])

est dense pour la norme N∞ si, et seulement si,

∀m ∈ N, ϕm ∈ V∞

.

15. En déduire qu’un sous-espace vectoriel V de C ([0, 1])
est dense pour la norme N2 si, et seulement si,

∀m ∈ N, ϕm ∈ V2.

Partie E. Un 
ritère de densité pour la norme N2

Pour tout n ∈ N, on note Wn, l’espace vectoriel en-
gendré par la famille finie

(ϕλk)06k6n.

16. Démontrer que le sous-espace vectoriel W est dense
dans C ([0, 1]) pour la norme N2 si, et seulement si,

∀ µ ∈ N, lim
n→+∞

d(ϕµ,Wn) = 0.

17. Démontrer que

d(ϕµ,Wn) =
1√
2µ + 1

n∏

k=0

|λk − µ|

λk + µ+ 1

pour tout µ > 0.
18. Soit µ > 0. Démontrer que la suite

( |λk − µ|

λk + µ+ 1

)

k∈N

tend vers 1 si, et seulement si, (λk)k∈N tend vers +∞.
☞ On pourra étudier les variations de

[

x 7→ µ− x

x+ µ+ 1

]

pour x ∈ [0, µ].

19. En déduire que l’espace W est dense dans C ([0, 1])
pour la norme N2 si, et seulement si, la série

∑

k

1

λk

est divergente.

Partie F. Un 
ritère de densité pour la norme N∞

20. On suppose que W est dense dans C ([0, 1]) pour la
norme N∞. Démontrer que la série

∑

k

1

λk

est divergente.
21. Soit ψ ∈Wn : on peut représenter un tel élément sous
la forme

ψ =

n∑

k=0

akϕλk .

Démontrer que, si λk > 1 pour tout 0 6 k 6 n, alors

N∞(ϕµ − ψ) 6 N2

(

µϕµ−1 −

n∑

k=0

akλkϕλk−1

)

pour tout µ > 1.
22. On suppose que λ0 = 0, que

∀ k > 1, λk > 1 (†)
et que la série

∑

k>1

1

λk

est divergente. Démontrer queW est dense dans C ([0, 1])
pour la norme N∞.
23. Démontrer que la conclusion reste valable si on sub-
stitue la condition

inf
k>1

λk > 0 (‡)

à la condition (†).
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Solution ❀ Théorème de Müntz

1. Rappelons que, par définition : la famille (ϕλ)λ∈R+

est libre si, et seulement si, toute sous-famille finie est libre.

Considérons donc, pour un entier n > 1 arbitraire-
ment choisi, une famille

0 6 λ1 < λ2 < · · · < λn

et une relation de liaison

α1ϕλ1 + α2ϕλ2 + · · ·+ αnϕλn = ω.

Si (α1, . . . , αn) 6= (0, . . . , 0), alors on peut supposer que
α1 6= 0 (si tel n’est pas le cas, on peut exclure certains vec-
teurs de cette famille et réindexer les vecteurs restants).
Par conséquent,

∀ x ∈ [0, 1], xλ1 =
−α2

α1
xλ2 + · · ·+ −αn

α1
xλn .

Comme λ1 < λ2 < · · · < λn, alors le second membre est
O(xλ1) au voisinage de 0, ce qui n’est pas cohérent avec le
premier membre. CQFD

VARIANTE.— Soit u, l’endomorphisme de C∞([0, 1],R)

défini par

∀ x ∈ [0, 1], u(f)(x) = xf ′(x).

Pour tout λ > 0, la fonction ϕλ est un vecteur propre de
l’endomorphisme u, associé à la valeur propre λ. Comme
des vecteurs propres associés à des valeurs propres deux
à deux distinctes sont linéairement indépendants, on en
déduit que la famille (ϕλ)λ∈R+

est libre.

Partie A. Déterminants de Cau
hy

2. Il est clair que R(a1) = · · · = R(an−1) = 0. Par consé-
quent, le déterminant

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

a1 + b1
· · · 1

a1 + bn−1
R(a1)

...
...

...

1

an−1 + b1
· · · 1

an−1 + bn−1
R(an−1)

1

an + b1
· · · 1

an + bn−1
R(an)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

est égal à

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

a1 + b1
· · · 1

a1 + bn−1
0

...
...

...

1

an−1 + b1
· · · 1

an−1 + bn−1
0

1

an + b1
· · · 1

an + bn−1
R(an)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= R(an)Dn−1

en développant par la dernière colonne.

En supposant que la fraction rationnelle R admet un
développement de la forme indiquée, on peut développer
par la dernière colonne le déterminant

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

a1 + b1
· · · 1

a1 + bn−1
R(a1)

...
...

...

1

an−1 + b1
· · · 1

an−1 + bn−1
R(an−1)

1

an + b1
· · · 1

an + bn−1
R(an)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

pour trouver

n∑

k=1

Ak

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

a1 + b1
· · · 1

a1 + bn−1

1

a1 + bk
...

...
...

1

an−1 + b1
· · · 1

an−1 + bn−1

1

an−1 + bk
1

an + b1
· · · 1

an + bn−1

1

an + bk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Pour 1 6 k < n, le déterminant est nul (la dernière co-
lonne est égale à la k-ième colonne) et il ne reste donc que
AnDn.

On a ainsi démontré que AnDn = R(an)Dn−1.

3. Si les réels bk ne sont pas deux à deux distincts, alors
Dn est nul (il y a deux colonnes égales) et la formule don-
née par l’énoncé est nulle elle aussi.

❧ Supposons donc que les réels bk sont deux à deux dis-
tincts. Dans ce cas, la fraction rationnelle R n’a que des
pôles simples et admet donc une décomposition en élé-
ments simples de la forme

R =

n∑

k=1

Ak

X+ bk

où lesAk sont des réels déterminés par la méthode usuelle
dans le cas d’une fraction à pôles simples. En particulier,
An est la limite de (x + bn)R(x) lorsque x tend vers −bn,
c’est-à-dire

An =

n−1∏

k=1

(−bn − ak)

(bk − bn)
=

n−1∏

k=1

(ak + bn)

(bn − bk)
6= 0

par hypothèse de l’énoncé.

On déduit alors de 2. que

Dn =

[n−1∏

k=1

bn − bk

ak + bn

][n−1∏

k=1

an − ak

an + bk

]

Dn−1

an + bn

et comme

D1 =
1

a1 + b1
,

on en déduit par récurrence la formule fournie par l’énoncé.
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Partie B. Distan
e d'un point à une partie

4. Comme
d(x,A) = inf

y∈A
‖x− y‖,

il existe une suite (yn)n∈N d’éléments de A telle que
‖x− yn‖ tende vers d(x,A). Si d(x,A) = 0, alors ‖x− yn‖
tend vers 0, ce qui signifie que la suite (yn)n∈N converge
vers x et donc que x est adhérent à A.

Réciproquement, si x est adhérent à A, alors il existe
une suite (yn)n∈N d’éléments de A qui converge vers x.
Comme une borne inférieure est un minorant, alors

∀ n ∈ N, 0 6 d(x,A) = inf
y∈A

‖x− y‖ 6 ‖x− yn‖

et comme ‖x− yn‖ tend vers 0, alors d(x,A) = 0 d’après
le théorème d’encadrement.

REMARQUE.— Pour rédiger de façon satisfaisante une
telle question de cours, il faut faire apparaître clairement
la manière dont on traduit chaque hypothèse : sauter une
étape revient à admettre le résultat !
5. Plus l’ensemble des paramètres est grand, plus la
borne inférieure est petite (et plus la borne supérieure est
grande, mais là n’est pas la question). Ici, An ⊂ A pour
tout n ∈ N, donc

∀ n ∈ N, d(x,A) 6 d(x,An).

Soit ε > 0. Par définition de d(x,A) comme borne in-
férieure, il existe yε ∈ A tel que

d(x,A) 6 ‖x− yε‖ 6 d(x,A) + ε.

Par définition de A, il existe donc un entier n0 tel que
yε ∈ An0

et par conséquent yε ∈ An pour tout n > n0. En
particulier,

∀ n > n0, d(x,An) = inf
y∈An

‖x− y‖ 6 ‖x− yε‖

et finalement

∃ n0 ∈ N, ∀ n > n0, d(x,A) 6 d(x,An) 6 d(x,A) + ε.

Comme ε > 0 a été arbitrairement choisi, cela signifie que
d(x,An) tend vers d(x,A) (par valeurs supérieures).
6. a. La partie B ∩ V est bornée en tant que partie conte-
nue dans la boule B, qui est bornée (comme toutes les
boules). Elle est fermée en tant qu’intersection de deux fer-
més : la boule fermée B et le sous-espace V de dimension
finie.

En tant que partie fermée et bornée de l’espace de di-
mension finie V , c’est une partie compacte de V et donc
une partie compacte de E.
6. b. Comme B ∩ V ⊂ V , alors d(x, V) 6 d(x, B ∩ V) (cf
5.).

Réciproquement, comme V = (B∩V)∪ (Bc ∩V), donc

d(x, V) = min
{

inf
y∈B∩V

‖x− y‖, inf
y∈Bc∩V

‖x− y‖
}
.

Comme V est un espace vectoriel, V contient le vecteur
nul, donc

d(x, V) = inf
y∈V

‖x− y‖ 6 ‖x− 0E‖ = ‖x‖.

Si y ∈ Bc ∩ V , alors ‖x− y‖ > ‖x‖ > d(x, V), donc

d(x, V) = inf
y∈B∩V

‖x− y‖ = d(x, B ∩ V).

REMARQUE.— Il peut arriver que B ∩ V soit réduit à un
point : si E est un espace euclidien et si x est orthogonal à
V , alors le projeté orthogonal de x sur V est le vecteur nul,
donc B ∩ V = {0E} et d(x, V) = ‖x‖.
7. La fonction [y 7→ ‖x− y‖] est continue (elle est lip-
schitzienne d’après l’inégalité triangulaire), donc elle at-
teint un minimum sur le compact B ∩ V : il existe donc un
élément y0 de B ∩ V ⊂ V tel que

d(x, V) = inf
y∈B∩V

‖x− y‖ = ‖x− y0‖.

VARIANTE.— Comme d(x, V) est une borne inférieure, il
existe une suite (un)n∈N d’éléments de B ∩ V telle que
‖x− un‖ converge vers d(x, V). Comme B ∩ V est com-
pacte, il existe une suite extraite (uϕ(n))n∈N qui converge
vers y0 ∈ B ∩ V et, par continuité de la norme,

‖x− y0‖ = lim
n→+∞

‖x− uϕ(n)‖ = lim
n→+∞

‖x− un‖

= d(x, V).

Partie C. Distan
e d'un point à un sous-espa
e de

dimension �nie

8. Comme V est un sous-espace de dimension finie, le
projeté orthogonal p(x) de x sur V est bien défini.

Par 7., il existe y0 ∈ V tel que

‖x− y0‖ = d(x, V) >
∥

∥x− p(x)
∥

∥

puisque p(x) ∈ V . Comme x − p(x) est orthogonal à V ,
alors

‖x− y0‖2 =
∥

∥x− p(x)
∥

∥

2
+
∥

∥p(x) − y0
∥

∥

2

d’après le théorème de Pythagore. Si y0 6= p(x), alors
‖p(x) − y0‖ > 0 donc ‖x− y0‖ > ‖x− p(x)‖, ce qui con-
tredit l’inégalité précédente.

Par conséquent, le projeté orthogonal p(x) de x sur V
est l’unique élément y ∈ V tel que d(x, V) = ‖x− y‖.
9. On noteM au lieu deM(x1, . . . , xn).

❧ Si G(x1, . . . , xn) = 0, alors la matrice carrée M n’est
pas inversible et il existe une matrice colonne non nulle

U = 〈α1, . . . , αn 〉 ∈ Mn,1(R)

telle queMU = 0 et donc telle que

∥

∥

∥

n∑

k=1

αkxk

∥

∥

∥

2

= tUMU = 0.

On en déduit que α1x1+ · · ·+αnxn = 0E et donc que la fa-
mille (x1, . . . , xn) est liée (puisque les αk ne sont pas tous
nuls).

❧ Réciproquement, si la famille (x1, . . . , xn) est liée,
alors il existe une famille (α1, . . . , αn) de scalaires non tous
nuls telle que

α1x1 + · · · + αnxn = 0E.
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Par linéarité à droite du produit scalaire, on en déduit que

∀ 1 6 i 6 n,
n∑

k=1

αj ( xi | xj ) =
(

xi

∣

∣

∣

n∑

j=1

αjxj

)

= 0

ce qui signifie que la matrice colonne (non nulle)

U = 〈α1, . . . , αn 〉

vérifieMU = 0. Par suite, la matriceM n’est pas inversible
et son déterminant est nul.
10. Par 8.,

d(x, V)2 =
∥

∥x− p(x)
∥

∥

2
=

(

x− p(x) + p(x)
∣

∣ x− p(x)
)

=
(

x
∣

∣ x− p(x)
)

= ‖x‖2 −
(

x
∣

∣p(x)
)

puisque p(x) et x− p(x) sont orthogonaux.
Comme p(x) ∈ V , il existe des scalaires λ1, . . ., λn tels

que

p(x) = λ1x1 + · · ·+ λnxn
et comme l’opération

Cn+1 ← Cn+1 −

n∑

k=1

λkCk

ne modifie pas la valeur d’un déterminant, on en déduit
que le déterminant G(x1, . . . , xn, x), égal à

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

( x1 | x1 ) · · · ( x1 | xn ) ( x1 | x )
...

...
...

( xn | x1 ) · · · ( xn | xn ) ( xn | x )

( x | x1 ) · · · ( x | xn ) ( x | x )

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

est aussi égal à

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

( x1 | x1 ) · · · ( x1 | xn ) ( x1 | x− p(x) )
...

...
...

( xn | x1 ) · · · ( xn | xn ) ( xn | x− p(x) )

( x | x1 ) · · · ( x | xn ) ( x | x− p(x) )

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c’est-à-dire à

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

( x1 | x1 ) · · · ( x1 | xn ) 0
...

...
...

( xn | x1 ) · · · ( xn | xn ) 0

( x | x1 ) · · · ( x | xn )
∥

∥x− p(x)
∥

∥

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

puisque le vecteur x−p(x) est orthogonal à V , il est ortho-
gonal aux vecteurs x1, . . ., xn qui engendrent V . En déve-
loppant par la dernière colonne, on en déduit que

G(x1, . . . , xn, x) =
∥

∥x − p(x)
∥

∥

2
G(x1, . . . , xn).

Comme la famille (x1, . . . , xn) est libre, le déterminant
G(x1, . . . , xn) n’est pas nul (par 9.), ce qui permet d’en dé-
duire la distance de x à V .

Partie D. Comparaison des normes N∞ et N2

11. Toute fonction continue sur un segment est bornée,
donc N∞(f) est bien définie et c’est un majorant de |f|,
donc

∀ t ∈ [0, 1],
∣

∣f(t)
∣

∣

2
6 N∞(f)2.

Sur le segment [0, 1], les fonctions continues et en particu-
lier les fonctions constantes sont intégrables, donc

∫1

0

∣

∣f(t)
∣

∣

2
dt 6

∫1

0

N∞(f)2 dt = N∞(f)2

et finalement

∀ f ∈ C ([0, 1]), N2(f) 6 N∞(f).

❧ Soit A, une partie de C ([0, 1]) et g, un point adhérent
à A pour la norme N∞. Il existe donc une suite (fn)n∈N
de fonctions appartenant à A telles que N∞(g − fn) tende
vers 0.

D’après l’inégalité établie ci-dessus,

∀ n ∈ N, 0 6 N2(g − fn) 6 N∞(g− fn)

donc la suite (fn)n∈N converge vers g pour la norme N2,
ce qui prouve que g appartient aussi à l’adhérence de A
pourN2.
12. On sait que l’adhérence d’une partie quelconque de E
est une partie fermée de E.

L’adhérence de V est donc une partie fermée de l’es-
pace vectoriel E, qui n’est pas vide (elle contient V). Il reste
à vérifier que cette adhérence est stable par combinaison
linéaire.

Soient f et g, deux points adhérents à V : il existe
deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N qui convergent respecti-
vement vers f et g. Pour tout λ ∈ K, la suite (λun+vn)n∈N
converge vers λf+ g, donc λf+ g appartient bien à l’adhé-
rence de V .

Ainsi, l’adhérence d’un sous-espace de E est un sous-
espace fermé de E.
13. a. Une figure suggère de considérer les fonctions fn
définies par fn(t) = nt pour t ∈ [0, 1/n] et fn(t) = 1 pour
t ∈ [1/n, 1] : ces fonctions sont affines par morceaux et
continues sur [0, 1] (la fonction fn est continue à gauche
et à droite en t = 1/n).

fn

0 1

ϕ0

1/n

1

On vérifie la justesse de la figure par le calcul suivant :

∫1

0

∣

∣ϕ0(t) − fn(t)
∣

∣

2
dt =

∫1/n

0

(1− nt)2 dt

=
1

n

∫1

0

u2 du =
1

3n
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en posant u = 1−nt. La suite (fn)n>1 converge donc vers
ϕ0 pour la norme N2.
13. b. Soit f ∈ C ([0, 1]). Comme

f =
[

f(0) ·ϕ0
]

+
[

f − f(0) ·ϕ0
]

,

la fonction f est une combinaison lin’eaire d’une fonction
(ϕ0) qui appartient à l’adhérence de V0 pour la norme N2
et d’une fonction qui appartient à V0 et donc à l’adhérence
de V0.

Comme V0 est un espace vectoriel, son adhérence
pour la normeN2 est encore un espace vectoriel (12.), donc
f appartient à l’adhérence de V0 pour N2. Ainsi, le sous-
espace V0 est dense dans C ([0, 1]) pour N2.

❧ Pour tout f ∈ V0,

N∞(f −ϕ0) = sup
t∈[0,1]

∣

∣f(t) −ϕ0(t)
∣

∣

>
∣

∣f(0) −ϕ0(0)
∣

∣ = 1.

Il est donc impossible qu’une suite (fn)n∈N d’éléments de
V0 converge vers ϕ0 ∈ C ([0, 1]) pour la norme N∞. Cela
démontre que V0 n’est pas dense dans C ([0, 1]) pourN∞.
14. Supposons que V soit dense dans C ([0, 1]) pour une
norme N. Comme les fonctions ϕm sont continues sur
[0, 1], il faut que les fonctions ϕm appartiennent à l’adhé-
rence de V pour la norme N (quel que soitm ∈ N).

Cette condition nécessaire vaut tant pour la norme
N = N∞ que pour la norme N = N2.

❧ Réciproquement, supposons que ϕm appartienne à

V
∞

pour tout m ∈ N. Par 12., l’adhérence de V est stable
par combinaison linéaire, donc toute fonction polynomiale

sur [0, 1] appartient à V
∞

.
D’après le théorème de Weierstrass, toute fonction f

continue sur [0, 1] est limite pour la normeN∞ d’une suite
(fn)n∈N de fonctions polynomiales.

Comme V
∞

est fermée (12.), la limite f de la suite
convergente (fn)n∈N appartient encore à V∞.

Ainsi, V est dense dans C ([0, 1]) pour la norme N∞.
15. La nécessité de cette condition a été justifiée à la ques-
tion précédente.

❧ Par 14., cette condition est suffisante pour que V soit
dense dans C ([0, 1]) pour la norme N∞. Par 11.,

C ([0, 1]) = V
∞ ⊂ V2 ⊂ C ([0, 1])

donc V est dense dans C ([0, 1]) pour la norme N2.

Partie E. Un 
ritère de densité pour la norme N2

16. La norme N2 est associée au produit scalaire

( f | g ) =

∫1

0

f(t)g(t) dt,

si bien qu’on peut appliquer les résultats de la partie C
avec ‖·‖ = N2.

❧ Les sous-espaces vectoriels Wn forment une suite
croissante de parties de C ([0, 1]) telles que

W =
⋃

n∈N

Wn.

Par 5.,

∀ µ ∈ N, d(ϕµ,W) = lim
n→+∞

d(ϕµ,Wn)

et par 4.,

∀ µ ∈ N, d(ϕµ,W) = 0 ⇐⇒ ϕµ ∈W2
.

Enfin, par 15., le sous-espace W est dense dans C ([0, 1])

pour la norme N2 si, et seulement si, ϕµ ∈ W2 pour tout
µ ∈ N.

Ainsi, le sous-espaceW est dense dans C ([0, 1]) pour
N2 si, et seulement si,

∀ µ ∈ N, lim
n→+∞

d(ϕµ,Wn) = 0.

17. En tant que famille extraite d’une famille libre (1.), la
famille (ϕλk)k∈N est une famille libre et, d’après 10.,

d(ϕµ,Wn) =

√

G(ϕλ1 , . . . , ϕλn , ϕµ)

G(ϕλ1 , . . . , ϕλn)

et (quelle surprise...)

∀ a, b ∈ R+, (ϕa |ϕb ) =

∫1

0

tatb dt =
1

a+ b+ 1
.

Les déterminants de Gram à calculer sont donc des déter-
minants de Cauchy avec

∀ 1 6 i 6 n, ai = bi = λi +
1

2
.

En appliquant avec an = bn = µ + 1/2 (et en décalant
d’un cran les indices) la formule de récurrence entreDn et
Dn−1 établie au 3., on obtient

G(ϕλ1 , . . . , ϕλn , ϕµ)

G(ϕλ1 , . . . , ϕλn)
=

1

(2µ + 1)

n∏

k=1

(µ− λk)
2

(λk + µ+ 1)2
.

En prenant la racine carrée, on doit faire apparaître une
valeur absolue au numérateur (le signe de (λk − µ) est in-
connu) mais pas au dénominateur (puisque λk+µ+1 > 0).

REMARQUE.— La formule donnée par l’énoncé au 3. ne
sert strictement à rien ici, seule la relation de récurrence est
vraiment utile...
18. Il est clair que : si (λk)k∈N tend vers+∞, alors la suite

( |λk − µ|

λk + µ+ 1

)

k∈N

tend vers 1 (limite à l’infini d’une fonction rationnelle).

❧ La fonction u =
[

x 7→ µ−x
x+µ+1

]

est de classe C∞ sur

[0,+∞[ (en tant que fonction rationnelle dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas) et strictement décroissante (le nu-
mérateur est strictement décroissant, le dénominateur est
strictement croissant et strictement positif ). De plus, elle est
nulle en x = µ et tend vers −1 au voisinage de +∞.

Par suite, la fonction |u| réalise une bijection de [0, µ]
sur [0, µ/µ+ 1] et une bijection de [µ,+∞[ sur [0, 1[. La ré-
ciproque de cette seconde bijection, que nous noterons v,
tend vers +∞ au voisinage de 1.
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❧ Si la suite (|u(λk)|)k∈N tend vers 1, alors il existe un
rang N0 tel que

∀ k > N0,
µ

µ+ 1
6

∣

∣u(λk)
∣

∣ < 1

et d’après l’étude précédente de u

∀ k > N0, λk > µ

donc
∀ k > N0, λk = v

(∣

∣u(λk)
∣

∣

)

.

Comme v tend vers +∞ au voisinage de 1, on déduit du
théorème de composition des limites que (λn)n∈N tend
vers +∞.
19. D’après l’étude de u au 18., la quantité d(ϕµ,Wn) est
un produit de réels compris entre 0 (inclus) et 1 (exclus).
Par conséquent, c’est une expression positive et décrois-
sante en fonction de n : cette quantité admet une limite
positive et nous cherchons maintenant si cette limite est
nulle ou strictement positive.

❧ Si un entier µ est l’un des λk, alors ϕµ appartient àW
et donc à l’adhérence deW. Dans tout ce qui suite, on sup-
pose que l’entier µ n’est pas un terme de la suite (λk)k∈N.

❧ Premier cas : Supposons que la suite (λk)k∈N ne
tende pas vers +∞. Dans ce cas, il existe 0 < r < 1 et
une suite extraite (λψ(k))k∈N telle que

∀ k ∈ N, 0 6
|λψ(k) − µ|

λψ(k) + µ+ 1
6 r.

Par conséquent, puisque tous les facteurs sont compris
entre 0 et 1,

0 6

ψ(n)∏

k=0

|λk − µ|

λk + µ+ 1
6

n∏

k=0

|λψ(k) − µ|

λψ(k) + µ+ 1
6 rn+1

et d(ϕµ,Wn) tend vers 0 (puisque cette suite convergente
admet une suite extraite de limite nulle).

Dans ce cas, la série
∑
1/λk est grossièrement diver-

gente.
❧ Deuxième cas : Supposons que la suite (λk)k∈N tende

vers +∞. La distance d(ϕµ,Wn) tend vers 0 si, et seule-
ment si, son logarithme tend vers−∞, ce qui revient à dire
que la série de terme général négatif

∑
ℓn

λk − µ

λk + µ+ 1

est divergente.
Comme il s’agit d’une série dont le terme général est

de signe constant, il suffit de calculer un équivalent du
terme général pour caractériser la nature de cette série.

Comme (λk)k∈N tend vers+∞, on peut supposer que
k est assez grand pour que λk > µ et donc que

ℓn
λk − µ

λk + µ+ 1
= ℓn

(

1−
µ

λk

)

−ℓn
(

1+
µ+ 1

λk

)

∼

−(2µ+ 1)

λk
.

Par conséquent, les séries

∑
ℓn

λk − µ

λk + µ+ 1
et
∑ 1

λk

sont de même nature.
❧ Conclusion : Par 16., 17. et 18., l’espaceW est dense

dans C ([0, 1]) pour la normeN2 si, et seulement si, la série∑
1/λk est divergente.

Partie F. Un 
ritère de densité pour la norme N∞

20. Par 11., si W est dense dans C ([0, 1]) pour N∞, alors
W est aussi dense dans C ([0, 1]) pourN2 et, dans ce cas, la
série

∑
1/λk est divergente d’après 19.

21. Si λ > 1, alors ϕλ est de classe C 1 sur [0,+∞[ et

(ϕλ)
′ = λ ϕλ−1.

Comme µ > 1 et λk > 1 pour tout k, alors ϕµ(0) = ψ(0) =
0 et on déduit du théorème fondamental de l’Analyse que

∀ x ∈ [0, 1], (ϕµ −ψ)(x) =

∫x

0

µϕµ−1(t) −ψ
′(t) dt

et de l’inégalité de la moyenne que

∀ x ∈ [0, 1],
∣

∣(ϕµ − ψ)(x)
∣

∣ 6

∫x

0

∣

∣µϕµ−1(t) −ψ
′(t)

∣

∣ dt

6

∫1

0

∣

∣µϕµ−1(t) −ψ
′(t)

∣

∣ dt

(puisque l’intégrande est positif sur [0, 1]). En appliquant
l’inégalité de Schwarz au second membre, on obtient

∫1

0

∣

∣µϕµ−1(t) −ψ
′(t)

∣

∣ dt 6 N2(µϕµ−1 −ψ
′)N2(1).

Comme N2(1) = 1, on en déduit que

∀ x ∈ [0, 1],
∣

∣(ϕµ −ψ)(x)
∣

∣ 6 N2(µϕµ−1 −ψ
′)

et donc, en passant à la borne supérieure, que

N∞(ϕµ − ψ) 6 N2(µϕµ−1 −ψ
′)

ce qui est bien l’inégalité cherchée.

22. Il existe au plus un k tel que λk = 1 : nous suppo-
serons donc dans la suite que k est assez grand pour que
λk > 1.

❧ Comme la série
∑
1/λk est divergente, deux cas se pré-

sentent :

Ou bien cette série est grossièrement divergente et,
dans ce cas, la série

∑
1/λk − 1 est aussi grossièrement di-

vergente :

1

λk − 1
>
1

λk
> 0.

Ou bien son terme général tend vers 0 et, dans ce cas,

1

λk − 1
∼

1

λk

et, comme il s’agit de deux séries de termes généraux positifs,
la série

∑
1/λk − 1 est divergente.

Dans les deux cas, d’après 19., le sous-espace engen-
dré par les ϕλk−1 est dense dans C ([0, 1]) pour la norme
N2.

❧ Soit µ ∈ N.

Comme λ0 = 0, alors ϕ0 = ϕλ0 ∈W.
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Supposons µ > 1. Pour tout ε > 0, il existe un entier
n et des scalaires b0, . . ., bn tels que

N2

(

ϕµ−1 −

n∑

k=1

bkϕλk−1

)

6
ε

µ
.

Par 21.,

N∞

(

ϕµ −

n∑

k=1

µbk

λk
ϕλk

)

6 ε.

Comme ε > 0 est arbitrairement choisi, cela signifie que
ϕµ est adhérent àW pour N∞.

Ainsi, ϕµ est adhérent à W pour N∞ quel que soit
µ ∈ N. Par 14., l’adhérence deW pour N∞ est donc égale
à C ([0, 1]).

23. Le changement de variable t = xα va nous donner la
solution !

❧ Pour tout α > 0, l’application [x 7→ xα] est une bijec-

tion continue de [0, 1] sur [0, 1], donc

sup
x∈[0,1]

∣

∣

∣f(x) −

n∑

k=0

akϕλk(x)
∣

∣

∣

= sup
x∈[0,1]

∣

∣

∣f(xα) −

n∑

k=0

akϕλk(x
α)
∣

∣

∣

= sup
x∈[0,1]

∣

∣

∣fα(x) −

n∑

k=0

akϕαλk(x)
∣

∣

∣

où fα est la fonction continue définie par fα(x) = f(x
α).

Les égalités précédentes montrent que : si la famille
(ϕαλk)k∈N est dense dans C ([0, 1]) pour N∞, alors la fa-
mille (ϕλk)k∈N est aussi dense dans C ([0, 1]) pour N∞.

❧ Si infk>1 λk > 0, alors

∀ α > 1

infk>1 λk
, ∀ k > 1, αλk > 1

donc la famille (ϕαλk)k∈N est dense dans C ([0, 1]) pour
N∞ par 22. et finalement la famille (ϕλk)k∈N est aussi
dense dans C ([0, 1]) pour N∞.


