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0 Probleme 0

Soit F : R — R, une fonction développable en série
entiere sur R. Il existe donc une suite réelle (B, )nen telle
que

+o0
VxeR, Flx)=) Pnx"
n=0

Un réel « > 0 étant fixé, on considére I'équation différen-
tielle suivante.

xy’ + oy = F(x) ()

1. Résoudre I'équation différentielle homogene
xy +ay=0

sur un intervalle ] C R qui ne contient pas 0.
2. Onpose
[ =]—00,0[U]O, 400l

2.a. L’ensemble I est-il un intervalle ?
2.b. Résoudre I'équation différentielle homogene

xy +ay =0

sur [.

2.c.  Quelles sont les solutions sur I de cette équation

différentielle qui admettent une limite finie au voisinage

de0?

3. Pour 5/2 uniquement. Soient a et b, deux réels.
Démontrer qu’il existe une, et une seule, application

f : I — R qui soit solution de I’équation différentielle (£« )

sur I et telle que

f(=1)=a et f(1)=h0.

4. Démontrer que I'équation différentielle (£,) admet au
plus une solution sur I ayant une limite finie au voisinage
de 0.

5.  On considere une fonction f, développable en série
entiére au voisinage de 0. Il existe donc une suite réelle

(an)nen et unréel R > 0 tels que
+oo
Vxe]-R,R[, f(x)= Z anx™.
n=0

5.a. On suppose que f est une solution de I'équation
différentielle (£4) sur ]—R,R[. Exprimer les coefficients
(an)nen en fonction des coefficients (fn)nen. Que peut-
on dire alors de R?

5.b. Démontrer réciproquement que 1’'équation différen-
tielle (£«) admet une, et une seule, solution développable
en série entiere sur R.

U On introduira la fonction g définie par

en commengant par déterminer son ensemble de définition.

5.c.  Préciser le résultat de la question 4.
6. Dans cette question, on suppose que

VxeR, F(x)=¢e"
et on pose
] X
Vx el0,400[, h(x)= x_"‘J t* Tet dt.
0
6.a. Vérifier que h est bien définie sur 0, +ool.

6.b. Vérifier que h est bien une solution de I'équation
différentielle (£ ) sur ]0, +ool.

6.c. Démontrer que h admet une limite finie au voisi-
nage de 0 et préciser la valeur de cette limite.

6.d. Endéduire que

+
8

XTL

Vx>0, —_—.
(m+ o)n!

h(x) =

n

Il
)
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0 Résolution d'une équation
différentielle

Solution

1. Comme l'intervalle ] ne contient pas 0, I'équation de
I’énoncé équivaut a I'équation suivante.

, o«
Zu=0
YTy

Le cours donne la formule générale des solutions de ce
type d’équation (linéaire, homogene, du premier ordre) :
y est une solution de cette équation sur l'intervalle ] si, et
seulement si, il existe une constante K € IR telle que

Vxe], ylx)=Kexp(—aln|x|) = xﬁo‘

2.a. L’ensemble I n’est pas un intervalle. En effet, 1 € I,
—1 €1, mais 0 ¢ [alors que —1 <0 < 1.

2.b. On connait depuis 1. la forme générale des solu-
tions sur l'intervalle I, = ]0, +oo[ (qui ne contient pas 0)
et celle des solutions sur l'intervalle I = ]—o0, 0 (qui ne
contient pas non plus 0). On en déduit que, siy € €' (I, R)
est une solution sur I, alors il existe deux constantes réelles
K7 et K telles que

K] KZ

Vx <0, ylx)= FER et Vx>0, yx)= e

La réciproque est évidente : toute fonction y de la forme
précédente est une solution sur I.

REMARQUE.— En particulier, il faut remarquer que l'en-
semble des solutions de I'équation homogene est un es-
pace vectoriel de dimension 2 (alors méme que I'équation
est du premier ordre).

2.c. Comme x>0,
lim L +
im-— = .
x—0 [x|* *

Par conséquent, une solution y sur I est bornée au voisi-
nage de 0 si, et seulement si, les deux constantes Ky et K,
sont nulles.

La fonction nulle est donc la seule solution sur I qui

soit bornée au voisinage de 0.
3. Commel=1_ UI,,unefonctiony € ¥'(I,R) est une
solution de (€4 ) sur I si, et seulement si, les restrictions de
yal_etal; sont des solutions de (4) sur I_ et sur I,
(respectivement).

L'équation (£4) est une équation linéaire du premier
ordre sur l'intervalle I et —1 € I_. Cette équation admet
donc une seule solution sur I_ telle que y(—1) = a (théo-
réme de Cauchy-Lipschitz linéaire).

De méme, I, est un intervalle qui contient 1. L'équa-
tion (£«) admet une seule solution sur I, telle que y(1) =
b.

Ainsi, I'équation (£4) admet une, et une seule, solu-
tion sur I telle que y(—1) = aety(1) =b.

4. Sideux solutions gj et g2 de (E«) sur I ont une limite
finie en 0, alors leur différence

f=g1—92

a une limite finie en 0 et est une solution sur I de I'équation
homogene. Par 2.b., la fonction f est identiquement nulle,
donc g1 = g2.

5.a. Comme R > 0, la fonction f est indéfiniment déri-
vable terme a terme sur ]—R, R[. Donc

+o0o
Vx €]-R,R[, xf'(x)= Z na,x"
n=1

et 'équation (€«) se traduit alors par

+oo +oo
Vxe]-R,R[, &ao+ Z (nan + xan)x™ = Z Bnx™".
n=0

n=1

Comme R > 0, on peut identifier terme a terme les deux
développements en série entiere :

YyneN, Mm+a)an =pn

et comme « > 0, on en déduit que

Pn

VynelN, an= .
) n n+(x

REMARQUE.— Il est fondamental de comprendre que I'hy-
potheése (R > 0) sert deux fois : une premiere fois pour jus-
tifier la dérivabilité terme a terme ; une seconde fois pour
justifier I'identification terme a terme des deux dévelop-
pements.

O D’apres les calculs précédents, la seule solution déve-
loppable en série entiere au voisinage de 0 possible est la
somme de la série entiere

B
Z ﬁn(xx“.

L'équation (£«) admet donc au plus une solution dévelop-
pable en série entiere au voisinage de 0.

O II est clair que an = o(pn) et comme le rayon de
convergence de la série entiere ) [, x™ est infini par hy-
pothese, alors le rayon de convergence de la série entiere
> anx™ est infini lui aussi.

5.b. Comme onla vu plus haut, la fonction g est définie
sur R, de classe ¥ et dérivable terme a terme sur R, si
bien que

n o n
+ )x
n+a n+«o

“+oo
Vx€R, xg'(x)+ ag(x) = Z Bn(
n=0

+oo
=) Bux"=F(x),
n=0

donc la fonction g est bien une solution, développable en
série entiére sur R par définition, de I'équation ().
L’'unicité d’une telle solution ayant été démontrée
plus haut, le résultat est établi.
5.c.  Une fonction développable en série entiere sur R
est en particulier continue en 0. L'équation (£4) admet
donc une solution sur I qui a une limite finie au voisinage
de 0.
D’apres 4., I'équation (£) admet une, et une seule,
solution sur I qui a une limite finie au voisinage de 0.
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6. La fonction exp est développable en série entiére sur
R : on peut donc appliquer ce qui précéde avec

1

VnEN, Bn:a.

6.a. Soit x > 0. La fonction [t — t*'e'] est continue
sur ]0, x], équivalente a 1% 1 au voisinage de 0 et comme
a > 0, elle est intégrable sur ]0,x]. La fonction h est donc
bien définie sur ]0, +ool.

6.b. Comme la fonction [t — t* 'e'] est continue sur
10, +ool et intégrable au voisinage de 0, la fonction

[x — J o Tet dt]
0

est, sur l'intervalle ]0, +-o0[, la primitive qui tend vers 0 au
voisinage de 0 de la fonction

[x x*1 e*].

Par conséquent, la fonction h est de classe €' sur
10, +oo[ et

vV x € 10,400,

donc h est bien une solution de (&) sur ]0, +ool.
6.c. On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange sur
[0, 1] & la fonction exp. Alors

Vtelo,1], 0<e'—1<t sup ‘exp(s)‘:et.

se[0,1]
Par positivité de I'intégrale, on en déduit que

] X X
—J ! dtgij t* dt

[0 4 [0 4
X= Jo X= Jo

0<h(x)—

pour tout 0 < x < T et donc que

1 1
~<hix) < -+ -2
o o o+ 1

Vxel0,1],

Par conséquent, la fonction h tend vers 1/« au voisinage
de 0.

REMARQUE.— La fonction d,  définie par

t(X*]
dx,cx(t) -

Vtelox[,
oxxx

et dx,a(t) = 0 pour tout t > x est continue par morceaux,
positive et intégrable sur ]0, +oo[. Comme

+oo
J dy,«(t) dt =1,
0

c’est une densité de probabilité sur ]0,+oco[ et h(x) est la
moyenne de la fonction exp relative a la densité dy . La
propriété établie dans cette question est alors une consé-
quence du fait que la densité d, « converge (en tant que
densité de probabilité) vers la masse de Dirac en 0 lorsque
x tend vers 0 (convergence étroite des mesures de proba-
bilité sur ]0, +ool).

On peut en effet obtenir le résultat voulu en exploi-

tant seulement le fait que exp est continue en 0 (au lieu de
I'inégalité de Taylor-Lagrange).
6.d. D’apres 4., la fonction h est I'unique solution de
(E«) sur ]0,+ool ayant une limite finie au voisinage de 0.
D’apres 5., c’est donc la restriction a ]0, +oo[ de l'unique
solution développable en série entiere sur R et donc

Vx>0,



