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0 Probleme 0

On note D, I'ensemble des nombres réels qui ne sont
pas des entiers strictement négatifs :

D=R\Z".
On étudie dans ce probleme la série de fonctions ) u,, ot

1

VnE]N*,VXEIR\{—n}, m.

Un (X) =

1. Démontrer que la série de fonctions )} u, converge
simplement sur D.
On note U, la somme de cette série de fonctions :

S

U, sa n-ieme somme partielle et Ry, son reste d’ordre n :

:iuk(x) et Rp Z ug (x
k=1

k=n+1
de telle sorte que

VxeD, Ux

n>1,VxeD, R,(x)=Ux)—U,(x).
Partie A.

2.a. Pour tout p € N*, calculer I'expression de uﬂ’ ) (x),
dérivée p-ieme de u, (x).

Régularité et ordre de grandeur de U

2.b. Soient —1 < a < b. Démontrer que la série de fonc-
tions y_ uﬁlp) converge normalement sur [a, b].

2.c. En déduire que U est de classe € sur |—1, +ool.

3. Soit N € N*,

3.a. Pour tout x € D, exprimer U(x) en fonction de
Un (x) etde U(x + N).

3.b. En déduire que la fonction U est de classe €
sur l'intervalle ouvert ]—(N + 1), —N|[, puis qu’elle est de
classe ¢’ sur D.

4. Soitp > 2, un entier. Etablir une expression de

400
g T1+X

en fonction de p et de UP—2)(x).

5. Soit N € IN*. Calculer un équivalent de U(x) lorsque
x tend vers —N.

6.a. Démontrer que U est strictement décroissante sur
I'intervalle ouvert ]—1, +ocol.

6.b. Démontrer que

+o0 dt
Vx>0, J —

+o0 dt
T eum<|
x+1

X tZ.

En déduire un équivalent de U(x) lorsque x tend vers +oo.
7. Démontrer que

VxeD, 4U(x) :u(g) +u(xg]).

Partie B.
Pour tout p € N, on consideére la fonction

Expression intégrale de U

fp : R" =R

définie par

tp+]

et —1°

8. Déterminer 1'unique prolongement continu sur R de
fp. Ce prolongement sera encore noté f,.

9. Donner un équivalent simple de f,(t) lorsque t tend
vers +o0.

10. On considere la fonction ¢ définie par

VteR", fpt)=

e(x) = Jjoo fo(t)e ™t dt.

Démontrer que ¢ est définie sur ]—1, 400, et seulement
sur cet intervalle.

11. Soientp € Neta > —1.

11.a. Vérifier que

Vx>a, Vte[0,+ool, 0<fp(t)e X < fp(t)e "
11.b. Démontrer que la fonction [t — fp(t)e ot
grable sur [0, +ool.

12. Démontrer que ¢ est de classe ¢ sur |—1, +ool.
13. Calculer la limite de ¢ au voisinage de +oo.
14.a. Démontrer que

| estinté-

Vx>—1, @x)—ekx+1)= (x—:])z
14.b. En déduire que
Vx>-—1, ¢(x)=U(x)
15. Soit p > 2, un entier. Pour tout x > —1, exprimer la
somme .
g m+x)P
al’aide dep et de

+oo —1_,—xt

tP~ e
J’ tidt-
0 et —1

CCP 2010 PC 2 (extrait)
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Solution [0 Etude d’une série de fonctions

1. Pour tout x € D fixé, on a

1
Un(x) ~ =
n(x) ~ =
lorsque n tend vers +oo et comme la série ) 1/n2 est ab-
solument convergente, la série )} un(x) est absolument
convergente et donc convergente. La somme U de cette sé-
rie de fonctions est donc bien définie sur D.

Partie A.
2.a. On vérifie par récurrence que

Régularité et ordre de grandeur de U

(=P +1!

Vp=1,VxeD, ulPl(x)= e

et cette formule est encore vraie pour p = 0 (en convenant

que u%o) =Un).

2.b. Pour —1 < a<x<betpourp €N, ilestclair que
(p+ 1)

(n+a)p+2’

(p+1)!
(n+x)p+2 =

P ()] =

Les réels a et p étant fixés, le majorant est O(1/nP+2)
lorsque n tend vers +oco. Comme la série Y 1/nP*2 est

convergente, on en déduit que la série de fonctions ) ulp)
converge normalement sur [a, b] (et en fait sur [a, +o0).
2.c. La série ) u, est une série de fonctions de classe

¢ sur D, qui converge simplement sur |1, +oo[ et les

dérivées successives )_ ug’) convergent normalement sur

[a,b] C ]—1,+o0[. Par conséquent, la somme U de cette sé-
rie est de classe € sur [a, b] et dérivable terme a terme :

Zu

Comme le segment [a,b] est arbitrairement choisi dans
]—1,4+00[, on en déduit que U est de classe € sur
]—1,+o0[ et que

Vx € [a,bl, Vp €N, uw

U(P)(X):( p+] Z n+xp+2

pour tout réel x > —1 et tout entier p € IN.
3.a. Six € D,alorsx + N € D pour tout N € N* et

UX) = Ux+N) =) un(x) = ) unin(x)
n=1 n=1
+oo “+o0o
=) w— ) w)
k=1 k=N-+1
N
=Y we(x) =Un(x)
k=1

3.b. L’intervalle ouvert]—(N + 1), —N[est contenu dans

D et, sur cet intervalle,

U(x) = Un(x) + U(N +x).

Comme N + x > —1, on déduit de la question précédente
que le second membre est une fonction de classe ¥*°, donc
U est bien de classe € sur |—(N + 1), —N[.

Finalement, U est de classe € sur ]—1, +ool et sur
l'intervalle ]|—(N + 1), —=N[ pour tout N € N, donc U est
de classe ¥ sur la réunion de ces intervalles, ¢’est-a-dire
sur D.

4. Par 2.c., pour tout x > —1 et tout entier p > 2,

+o0o 1

~(=nrulrA(x)
Z(n+x)1’_ p-1

n=1

La relation du 3.b. montre que cette égalité est en fait vraie
sur D tout entier.

5. Comme la fonction U est continue en 0, la composée
[x — U(N +x)] tend vers U(0) lorsque x tend vers —N.
D’autre part, lorsque x tend vers —N,

= | |
- ]; mt+x?  (N+x2 "~ (Ntx?

(il s’agit d"une somme finie de termes qui restent tous bor-
nés, sauf un). D’apres 3.b.,

1

U ~ 52

lorsque x tend vers —N.

6.a. Lafonction U est la somme d’une série de fonctions
décroissantes sur ]—1, +oo[, donc elle est décroissante sur
]—1,+o0l.

REMARQUE.— On peut aussi invoquer 2.c. et remarquer
que la dérivée de U :

+oo 1

u'(x) =-2 Z I

n=1

est strictement négative sur |—1, +ool.
6.b. La fonction [t — 1/2] est continue et décroissante
sur ]0, +oo[. On en déduit que, pour tout x > 0,

(n+1+x) dt 1 (n+x) dt
Vyn>1 J — L —— K J g
- (n+x) t2 h (Tl-|- X)z h (n—1+x) t2

(On se restreint a x > 0 pour que (n —1 +x) > 0.) En
sommant sur 1, on en déduit que

1 oo dt teodt 1
| weums| F-i
x+1 a1 t2 L. tox
De plus,
A
x+1 x  O

et 'encadrement précédent démontre alors que

UG = L+ o14) ~ ©

lorsque x tend vers +oo.
7. Six > —1,alors*, > —1/Het(x—1)/2 > —1.51l existe
un entier N < —1 tel que —(N + 1) < x < N, alors

N+1 x N N+2 x—1 N+1
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ce qui montre que ¥/ et (x — 1)/2 appartiennent tous les
deux a D. Par suite,

+o00 4 +oo 4

TORTCLE e

n=1

Z(Zn—1+x)2

n=1
+oo 1

=4y — —4U(x).
l;(kﬂ)z (x)

Partie B.
8. Ilestclair que f, est continue sur R*. Au voisinage de
t=0,onae'—1~t doncfy(t) ~ tP. L'unique prolonge-
ment de f,, qui soit continu sur R est donc défini par

Expression intégrale de U

| 1sip=0,
fp(0) = 0 sip e N*.
9. Lorsque t tend vers +o0o, ona fp(t) ~ tPH1e"t
10. Posons

P(x,t) = fo(t)e *".

Pour tout x € IR, la fonction [t — P (x,t)] est continue
sur [0, +-oo[ (puisque fo est continue sur cet intervalle). De
plus,

I\b(xa t) ~ te—(x—H)t

lorsque t tend vers +o0. On sait que [t — te~*!] est inté-
grable au voisinage de +oo si, et seulement si, « > 0. Donc
[t — P(x,1)] est intégrable sur ]0, +oo[ si, et seulement si,
(x+1) >0, cest-a-dire x > —1.
11.a. Pourt > 0, il est clair que

Vx>a, 0<e*tge @t
et comme la fonction f}, est positive sur ]0, +-00[, I'encadre-
ment demandé en découle.
11.b. La fonction [t — f,(t)e™ '] est continue sur [0, o0
(puisque f,, l'est par 8.) et, lorsque t tend vers +oo,

fp (t)efat ~ tp+lef(a+1)t _ O(ef(aJr])t/Z).

Comme (a+ 1)/2 > 0, cela prouve que [t — fp,(t)e” '] est
intégrable sur [0, +ool.
12. Soita > —1.

Pour tout t € [0, +o0l, la fonction [x — P (t,x)] est de
classe € sur [a, +oo et

oy

5 (bX) = (=8P fo(t)e ™" = (=T)Pfp(t)e "

pour tout p € N.
Pour tout x € [a,+oo[ et tout p € N, la fonction

I (1,

est intégrable sur [0, +-oo[ d’apres 11.b.
D’apres 11.a., la condition de domination est vérifiée
pour tout p € NN, tout x € [a,+oo[ et tout t € [0, +o0l.

Par conséquent, la fonction ¢ est de classe ¢ sur
[a, +oof et

+o0

vx>a, Vp e, «pw(x):(—npj fp(t)e ™t dt,

0

Comme a > —1 est arbitrairement choisi, on en déduit que
¢ est de classe € sur |—1,+oc0[ et que

—+o00
Vx>-1,VpeN, P (x)= (—1)”J fp(t)e ™ dt.

0

13. Soit (Xn )nen, une suite de réels qui tend vers +o0 : on
peut donc supposer que x,, > 0 pour tout n € N. La suite
de fonctions

1-|)n = [t = L')(t) Xn)]

converge simplement sur ]0, +ool vers la fonction nulle et
la convergence est dominée par 11.a. :

VneN, Vt>0, 0<Pn(t)<P(t,0).

Par conséquent, ¢ (xn ) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
Comme la suite (x,)nen a été arbitrairement choisie,

on en déduit que la fonction ¢ tend vers 0 en +oo.

14.a. Pourx > —1,ona(x+1) >0 > —1,donc

+oo e Xt _ e—(x+1)t

—+o00
= J te” (XNt g,
0

En intégrant par parties, on en déduit que

Vx>-—1, ok —ex+1)= (74—:71)2

14.b. Par 14.a., pour tout x > —1,

n

n+1 1
];)[(p(x—l-k)—(p(x—&-k—&-n] :]; FEoE

c’est-a-dire (par télescopage)
o(x) —ex+n+1) = Uy (x).

Comme ¢ tend vers 0 au voisinage de +o00, on en déduit
que

Vx>-—1, Iim Uy (x) = U(x).

n—-+oo

ex) =

15. En comparant 2.c. et 12. qui donnent les expressions
de UP~2) et de ¢P~2) sur ]—1, +oo[, on obtient

+oo
J fp2(t)e ™t dt

“+o0 1 B .I
T; m+xP  (p—1!Jo

1 +oo tp—] e xt
_ J dt.
P—="1!J et —1




