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0 Probleme 0

1. Calculer *XSX en fonction des composantes de la ma-
trice S € M, (R) et de la colonne X € My, 1 (R).
2. Une matrice symétrique S est dite positive, ce qu'on
note S € S (IR), lorsque toutes ses valeurs propres sont
positives.

Démontrer que S € S, (RR) est positive si, et seulement
si,

VXEMn1(R), "XSX=0.

3. Ondit que S € Sy (IR) est définie positive, ce qu’on
note S € 5" (IR), lorsque toutes ses valeurs propres sont
strictement positives.

Démontrer que S € S, (R) est définie positive si, et
seulement si, 'XSX > 0 pour tout X € 91, 1 (R) non nul.

Partie A.
Nous allons démontrer que

detS < H Sii (%)
i=1

pour toute matrice S = (sij)1<i,j<n € Si (R).
4. Démontrer que

V1<1<n, 81‘120.

U On cherchera un vecteur colonne X; tel que si i = *X;SXi.
5. Onsuppose que S € S;t " (R). Démontrer que

vVi<i<n, Si)i>0.

6. Démontrer I'inégalité (x) dans le cas o1 la matrice sy-
métrique S est positive mais pas définie positive.

7. Onsupposeici que si ;i = 1 pour tout T <i < n.

7.a. Démontrer que

v()\h---a?\n)e(]R* )n) Ak < = Ak.

+ (!-_J]: ) n 1;

U On utilisera la convexité de la fonction exp.

7.b. En déduire que l'inégalité (x) est vraie pour S.

U On appliquera le théoreme spectral a S et on appliquera I'in-
égalité précédente aux valeurs propres de S.

8. SoientS € S (R);

T:Diag(’/\/ﬁa"' ’1 m) € My(R),

et B=TST € M, (R).

8.a. Démontrer que B € S (R).

8.b. En déduire que l'inégalité (x) est vérifiée par S.
9. SoitA = (ai,jhgi,jgn e M(R).

9.a. Démontrer que S =*AA € S " (R).

9.b. En déduire I'inégalité d’Hadamard :

n n

(> aﬁ,j)]/z.

j=1 k=1

|detA| <

Partie B.

Soit (an)nen, une suite réelle telle que ap # 0.
10. Démontrer qu’il existe une, et une seule, suite réelle
(bn)nen telle que

n
apbp=1 et Vn=>1, Z axb, x =0.
k=0

11. Pour tout entier n > 1, on considére la matrice définie
par

0
\\ ‘ € 9ﬁ‘n+1 (]R)
: 0

11.a. Vérifier que A, € GLn4+1(R).
11.b. Calculer le vecteur

bo
by
An | .
bn
11.c. Déterminer une matrice A}, € My, .1 (R) telle que
_detA]
T detAy

U Penser aux formules de Cramer.

12. On suppose qu'il existe T > 0 tel que la série ) |ax|r*
converge. Démontrer que la série _ aZr?* converge et que

+oo “+o0 2
E aﬁTZk < ( E |ak\rk) .
k=0 k=0

13. Démontrer qu’il existe une constante réelle positive «
telle que

1
br| < — ok,
|aol
U On considérera la matrice A}, € Mn i1 (R) déduite de A,
en multipliant la i-eme ligne de A!, par '~ pour tout entier
1 <i<n—1eton luiappliquera I'inégalité d’Hadamard.

Vk>1,

14. Soitf : R — IR, une application développable en série
entiere en 0, telle que f(0) # 0. Démontrer que

9:¥

est définie au voisinage de 0 et développable en série en-
tiére en 0.
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Solution [ Inégalité d’'Hadamard

Onnote (Eq,...,En), la base canonique de Mty 1 (R).

1. .
tXSX = Z Z S$1,5X1X;5
i=1j=1
2. Comme S est symétrique réelle, il existe une matrice
diagonale D = Diag(A1,...,An) (oit les Ax sont les va-
leurs propres de S) et une matrice orthogonale P telles que
S = 'PDP. En posant Y = PX, on en déduit que

n
XSX = 'X'PDPX = 'YDY = 3 Ayi
k=1

ol Y1, ..., Yn sont les composantes de Y.

Par conséquent :
- Si S e §;i(R), alors *XSX > 0 pour tout X € M, 1 (R).
— Réciproquement, si *XSX > 0 pour tout X, alors pour
tout T < k < n, on peut choisir X = tPEy, soit Y = Ey et
Ak = 'XSX > 0.
3. Une somme de termes positifs est nul si, et seulement
si, chaque terme est nul.

Avec les notations précédentes :
-Si S € 8§ *(R), alors 'XSX > 0 et si 'XSX = 0, alors
)\kxﬁ = 0 pour tout 1 < k < n et comme les Ay sont stric-
tement positives, alors xx = 0 pour tout 1 < k < n, donc
X=0.
— Réciproquement, si X est un vecteur propre de S associé
a A, alors X #£ 0, donc

0 < '¥XSX = AtXX = AX|?
et [|X||* >0, donc A > 0.

Partie A.

4. SiX=Ealors si; = 'X;SX; = 0 puisque S € S} (R).
5. Avec les mémes notations, 'X;SX; > 0 car cette fois
Se ST (R).

6. Lorsque S est positive mais pas définie positive, alors
0 est valeur propre de S, donc detS = 0 et comme les s; ;
sont tous positifs, alors 1'inégalité () est évidente.

7.a. Pour tout T < k < n, on pose px = {nAg. Par
convexité de exp,

1 — 1 —
eXp(H;Hk) < H};exP i,

ce qui équivaut a I'inégalité demandée.

7.b. Comme S est symétrique, définie positive, elle est

diagonalisable et en notant
O0<A <" <A

les valeurs propres de S, on a

n n n
detS=J[M et rS=) M=) sii=n
k=1 k=1 i=1
D’apres 4.a.,

n
det S < 1= Hsi,i.
i=1

8.a. Comme S et T sont symétriques,
'B="T'S'T =TST =B,

donc B est symétrique.

La matrice T est diagonale et ses coefficients diago-
naux sont tous différents de 0, donc elle est inversible.
Comme S € S, (RR), pour toute colonne X,

XBX = Y(TX)S(TX) = 0

donc B est positive. Enfin, si 'XBX = 0, alors TX = 0
(puisque S est définie positive) et donc X = 0 puisque T
est inversible, donc B est définie positive.

8.b. Quels que soient les indices i et j,

L= 1 |
bij =Vsisii /s

Les coefficients diagonaux de B sont donc tous égaux a 1
et
detB = det(TST) < 1

d’apres 4. Par conséquent,

1 n
detS < = ii-
° S (et )2 Es *

9.a. Lamatrice S est symétrique :
'S="(*AA) =AY (*A) ='AA =S.
Pour toute colonne X,
EXSX = Y(AX)(AX) = || AX||* > 0,

donc S € S (R).
9.b. On applique l'inégalité (x) a S = *AA. D'une part,

detS = (detA)?.

D’autre part, d’apres la formule du produit matriciel, le
i-eme coefficient diagonal de S est égal a

n
Z aiz)k > 0.

k=1
L'inégalité d’Hadamard se déduit alors de I'inégalité ().

Partie B.

10. Comme le réel ap n’est pas nul, il est inversible : il
existe un, et un seul, réel by tel que apby = 1.

Pour tout n > 1, si by, by, ..., by_1 sont connus,
comme ag # 0,

n _] mn
Z akbn_x =0 & b, = g Z axbn k
k—0 0 =

donc b, est connu a son tour.

L’existence et 1'unicité de la suite (b, )nen sont ainsi
démontrées par récurrence.
11.a. La matrice A, est triangulaire et ses coefficients
diagonaux sont tous différents de 0, donc A, est inver-
sible.
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11.b.
bo
by
An :
bn—]
bn
(lobo 1
aibp + apby 0
an—1bo+ -+ aobn_1 0
anbo+an_1b71 4+ -+ artbn_1 +aobn 0
11.c. D’apres les formules de Cramer,
ao 0—0 1
aj \ ‘ 0
bn = 1 az 0 ‘
" detA,
\ ao 0
an a ay 0

et comme la matrice A,, est triangulaire, detA, = ag‘“

12. Comme la série Y |a;|r* converge, son terme général
tend vers 0, donc il existe un rang Ny tel que

Vk >Ny, 0< aﬁer lalrk < 1.

Par comparaison, la série 3 afr?* est donc (absolument)
convergente.

D’autre part, pour tout N € N,

N 2 N
[Z|akrk} =) agr*+2 Y aillglrtt
k=0 k=0

0<i<j<k

>0

N

2.2k
> E aere".
k=0

Les deux séries étant convergentes, on peut alors faire
tendre N vers +oo et en déduire que

+oo 2
Z afr® < (Y lai)".
k=0

13. Lindication nous suggere de considérer la matrice
suivante.

Qo 1
ar aopr
" __
AL =
! a0
anpr™ ar™ 0

En factorisant ligne par ligne le déterminant de A}/, on ar-
rive a I’égalité suivante :

1)/2
detA}! = (" F1/2 det A/
et d’apres I'inégalité d’"Hadamard,

(detA])? ﬁ[i }

j=0"k

avec, pour j = n (derniére colonne de A))) :

n
2 _
Z X,y =
k=0

et pour tout 0 < j < n, d’apres 10.,

n n—j
0< Y wdy=Y (e
k=0 k=0
) —+o00 2
<rd (Z\ak\Tk) .
k=0
Ainsi,
—+o00 n
detA”| < yn(n=1)/2 (Z\ak\rk)
k=0
donc
—+o00
|det A| 1 K\
detAsl = o < (5 3 lawdr)
k=0

et d’apres 9.c.

1 1 +o00o n
oul = — (== laxlr*)
|aol \Maolr &=

14. Comme f(0) # O et que f est continue en 0 (en tant
que somme d’une série entiere de rayon de convergence
strictement positif), alors f reste non nulle au voisinage de
0, donc 1? est définie au voisinage de 0.

Comme f est développable en série entiere au voisi-
nage de 0, alors il existe une suite réelle (an )nen et un réel
R > 0 tels que

Vx € ]-R,R[,

E (lkX

En particulier, ap = f(0) # 0.
Comme ap # 0, d’apres 8., il existe une, et une seule,
suite (bn )nen telle que apgbg = 1 et que

n
Z Clkbn_k =0
k=0

Pour tout 0 < r < R, la série }_ anr™ est absolument
convergente et, d’apres 10. et 11., il existe « > 0 tel que le
rayon de convergence de Y b, x™ soit supérieur a o~ .

Soit alors p = min{a~',R} > 0. Pour tout x € R tel
que x| < p, les deux séries ) anx™ et }_ b, x™ sont abso-
lument convergentes et d’apreés la formule du produit de

Cauchy,
+o00 +o00
(Z anx“> (Z bnx“) =1
n=0 n=0
ce qui revienta :

1
Vxel- Tk

Z bax™

Comme p > 0, on en conclut que la fonction '/; est déve-
loppable en série entiere en 0.



