Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2014/2015

MP

Devoir de Mathématiques
Pour le 17 février 2015

0 Probleme 0

On considere une suite (X;,)nen de variables aléa-
toires définies sur un espace probabilisé (Q, A, P). On sup-
pose que ces variables aléatoires sont indépendantes, de
méme loi et presque stirement positives :

VneN, P(Xy>0) =1.

On définit alors la marche aléatoire (Sn)nen en posant
So=0et

Y1, Sp=X;+ -+ Xn.

1. Soit w € Q, fixé. Que dire du comportement de la
suite de terme général S,, (w) lorsque n tend vers +oco ?

Partie A. Etude d’un cas particulier

2. On suppose dans cette seule question que
P(Xo e N) =1.

2.a. Démontrer que 'ensemble des w € Q tels que la
suite de terme général S,,(w) € N converge est I'événe-

ment
U ﬂ Xk =0l.

neN* k>n

2.b. Démontrer que la suite (Sn)nen tend presque si-
rement vers +oo au sens ou il existe Qg € A tel que
P(Qp) =1etque

VweQy Splw)—— +oo.

n—-+oo

Partie B. Cas général

3. Onpose 0 =E(e X).

3.a. Justifier I'existence de @ etque 0 <6 < 1.

3.b. On suppose que P(Xp = 0) < 1. Démontrer qu'il
existe deux réels 0 < ¢ < 1 et o > 0 tels que

P(XO = OC) = g,

puis que E(e %) < 1.

3.c. Démontrer que 0 = 1 si, et seulement si, la variable
aléatoire Xy est presque stirement nulle : P(Xo = 0) = 1.
3.d. Onsuppose que Xp suit la loi géométrique de para-
metre 0 < p < 1. Expliciter la valeur de 6 en fonction de p
et vérifier que 6 < /.

4. Déduire de I'inégalité de Markov que

Yn>1,Vt>0, P(S,<t)<eom.

5. Nous pouvons maintenant étendre le résultat du 2. en
supposant que P(Xo =0) < 1.
5.a. Démontrer que

A= U ﬂ[skét]

teN kelN

est un événement négligeable.
5.b. En déduire que la suite (S, )nen tend presque stire-
ment vers oo (au sens défini au 2.b.).

Partie C.
On suppose que P(Xp > 0) =1Tetque P(Xo =0) < 1.
Soit Oy € A, un événement presque str tel que

(Sn(w))nen tende vers +oo pour tout w € Q. Pour tout

réel t > 0, on pose

Processus de comptage associé

VweQp vilw)=min{n>1: Sy(w) >t}
et vi(w) = 0 pour w € QF.

6. Démontrer que l'application v
définie.

7. Vérifier que [vy = 0] = QF, [v¢ = 1] = [t < S;] et plus
généralement que

: QO — N est bien

Vyn>2, [vw=nled

de telle sorte que v est bien une variable aléatoire sur
(Q, A) pour tout t > 0.

8. On s’intéresse maintenant a 'espérance de v¢. Pour
toutn € N et tout t > 0, on pose F (t) = P(S, < t).

8.a. Démontrer que la série )} Fy(t) converge.

8.b. Démontrer que

Vn > 1, P(Vt = Tl) =Fn (t) _Fn(t)-

8.c.  Vérifier que

lim NFn(t) =0.
N—+oc0
8.d. Endéduire que v est une variable aléatoire d’espé-
rance finie et que

+oo
E(vi)= ) Falt).
n=0

9. On considere ici la famille (v{)-o comme un proces-
sus aléatoire a temps continu : on étudie les trajectoires
de ce processus en fixant w € Qp. On a dans ce cas 1'ha-
bitude d’omettre w : on écrira v et S;, au lieu de v{(w) et
Sal(w).

9.a. La fonction [t — v{(w)] est croissante.

U On remarquera que Sy, > t.

9.b. La fonction [t+— v{(w)] est continue a droite (on
parle de processus cadlag).

U On remarquera qu'il existe un réel ¢ > 0 tel que Sy, > t+¢
et que, par conséquent, Viye < Vi.

D’apres G2E 1999 (extrait)
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0 Etude asymptotique d'une
marche aléatoire

Solution

1. La suite (Sn(w)) est la suite des sommes partielles
d’une série de terme général positif : c’est une suite crois-
sante ; elle est convergente si, et seulement si, elle est ma-
jorée.

Partie A. Etude d’un cas particulier

2.a. Comme les variables aléatoires X; sont a valeurs
dans N, la suite (S (w)) est une suite croissante d’entiers :
elle est convergente si, et seulement si, elle est station-
naire; autrement dit, elle converge si, et seulement si, la
suite (Xx(w)) est nulle a partir d’un certain rang (qui dé-
pend de w).

La convergence de la suite (S (w)) se traduit donc
formellement par

dneN, Vk>n, Xyg(w)=0

et donc de maniere ensembliste par

U ﬂ Xk =0l.

neN* k>n

2.b. L’ensemble

Qo = ﬂ U[Xk#o]

neN* k>n

appartient a A, puisque [Xi = 0] € A pour tout k € N*
(les Xx sont des variables aléatoires) et que A est stable
par passage au complémentaire, par union dénombrable
et par intersection dénombrable.

O Soitn € N*. Les ensembles

n+m

() X =0]

k=n

forment une suite décroissante d’événements et, comme
les variables aléatoires Xy sont indépendantes,

P( N X =01) = [ PO = 0) = [P(Xo = 0!
k=n k=n

Par continuité décroissante de P,

P(Qn[xk = 0]) = lim [P(Xo = o)™+ =0

puisque 0 < P(Xp =0) < 1.
En tant qu'union dénombrable d’événements négli-

geables,
Qf = U ﬂ Xy =0]

neN* k>n

est un événement négligeable, donc P(Qy) = 1 et la dis-
cussion de la question précédente a montré que (S, (w))
tend vers +-oco pour tout w € Q.

Partie B.

3.a. Comme X, est une variable aléatoire discréte posi-
tive, alors e X0 est une variable aléatoire discrete bornée,
donc d’espérance finie et comme P(0 < e Xe < 1) =1,
alors 0 < 0 < 1 par positivité de I'espérance.

3.b. La probabilité de I'événement [Xo > 0] est stricte-
ment positive :

P(Xo>0)=1—P(Xo =0) > 0.

Cas général

Or [Xo > 0] est 'union d’une suite croissante d’événe-
ments :
Xo>0l= |J Xo> o
e
donc, par continuité croissante de P,

P(Xo >0) = ilg}) P(Xo > «) > 0.

Il existe donc 0 < ¢ < 1 et x > 0 tels que
P(Xo > o) > &.
O Il est clair que, pour tout w € Q,
Xo(w) =0+ Iixy<an (W) 4 ol xg > o (W)

et donc que

e—X() (w

) < Lixcar (@) + € L= o ().

Par positivité de I'espérance,
0 =E(e ™) <[1—P(Xo > )] +e *P(Xo > «)
<14+ (e *=1)P(Xo > «x)
%,—/
<0

<T+(e*=Te< 1.

3.c.
o=1.

O Réciproquement, si P(Xo = 0) < 1,alors 6 < 1d’apres
la question précédente. L'équivalence est démontrée.

Si P(Xo = 0) = 1, alors P(e X0 = 1) = 1, donc

3.d. SiXp suit la loi géométrique de parametre p, alors
+oo P
0 — T _
Y e fpq p—
k=1
0 Comme P(Xo > 1) =1,alors P(e X0 < e ') =1et,

par positivité de 'espérance, E(e X0) < e .
4. Comme la fonction [u — e~ "] réalise une bijection dé-
croissante de R sur R,

Sn<tl=[e 5" >e ']

En tant que fonction d’une variable aléatoire discrete,
e S~ est une variable aléatoire discréte, qu’on peut écrire
comme le produit de n variables aléatoires indépendantes,
de méme loi que e X° et donc d’espérance finie :

—Sn

—X1 . p=Xn

e =e e
Par conséquent,
E(e >*)=E(e *")---E(e ") = [E(e *)™ = 0™.

Comme e S» est une variable aléatoire positive d’espé-
rance finie, alors

Ple™Sr > e t) <etE(eSn) =eto™
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d’apreés l'inégalité de Markov.
5.a. Comme Sy est une variable aléatoire sur (Q,.A),
alors [Sy < t] € A pour tout k € N. Comme A est stable

par intersection dénombrable et par union dénombrable,
alors A € A.
O Pour tout n € N, il est clair que

Sk <tlclSn <.
keN

Par croissance de P et par 4., on en déduit que

0< P< () [Sk < t]> <P(Sh<t)<elom
keN

Or0<0<1,donc

P(ﬂ[sk<t]) =

keN

en faisant tendre n vers +oo.

En tant qu'union dénombrable d’événements négli-
geables, A est négligeable.
5.b. Posons Oy = A® € A. Comme A est négligeable,
alors P(Qp) = 1 et comme

Qo: ﬂ U[Sk>t])
teN kelN

alors

WEQY & VteN, IkeN, Si(w)>t.

Cette équivalence signifie que, pour tout w € Qy, la suite
de terme général Sy (w) n’est pas majorée. Comme il s’agit
d’une suite croissante [1.], elle tend donc vers +oo.

Partie C. Processus de comptage associé
6. Pour tout w € Qp, I'ensemble
m>1: S (w) >t}

est une partie non vide de IN (puisque la suite de terme

général S, (w) tend vers +00), donc il admet un plus petit

élément v{(w) € N*: v, est donc bien définie sur Q.
Comme on a aussi défini v, sur Q, cette application

est bien définie sur () et prend ses valeurs dans N.

7. Onaremarqué a la question précédente que

[vi =01=05€ A

(puisque Qo € A et que A est stable par passage au com-
plémentaire).

0 Par définition du minimum, v¢(w) = 1 si, et seule-
ment si, S7(w) > t et comme S; est une variable aléatoire
sur (Q, A), alors

[vi =11=[S1 >t] € A.

O Prenons enfinn > 2. Si vi(w) = n, alors S, (w) >t
et Sn—1(w) < t(puisque (n — 1) < n). Réciproquement, si
Sn(w) >tetS, 1(w) < t,alors

Vi<k<mn,
Vk>=n,

Sk(w) < Snfw) <t
t < Snlw) < Sw(w)

puisque la suite (Sx (w)) est croissante. Ainsi,

vi=nl=[Sh <tNBSa <€A

car S, et S;,_1 sont des variables aléatoires sur (Q, A).
8.a. Par4,

vyn>1, 0

N

Fn(t) <eto™

etcomme 0 < 0 < 1,lasérie ) F,(t) est convergente.
8.b. Comme S;,_1(w) < Sy (w) pour tout w € Q, alors

Sn <t CSnr <
et on déduit de 7. que
[Sno1 <t =[Sn <t U[ve =n]

donc P(vy = n) = Fr_q(t) — Fn(t) pour tout n > 2 et
méme pour n = 1 (puisque So est identiquement nulle).
8.c. Toujours d’apres 4.,

NFn () = O(NON)

avec 0 < 0 < 1, donc NFn(t) tend vers 0 lorsque N tend
vers +00.
8.d. D’apres8.b., pour tout N > 1,

N
ZnP(Vt :Tl) n(Fn—l (t) _Fﬂ(t))
n=1

I
LMz

z

N
(4 DF(t) = Y nFa(t)
0 n=1

3
I

N—-1
=Fo(t)+ ) Fult)—NFn(t).

n=1

On déduit de 8.a. et de 8.c. que la série de terme général
positif 3 nP(vy = n) est (absolument) convergente, donc
v est une variable aléatoire d’espérance finie, et que

E(ve) = ZOO nPlvi=n) = ZOO Fa(t).
n=1 n=0

9.a. Soient0 < t; < t. Comme le minimum d’une par-
tie A appartienta A, alors Svtz > 12 > t1. Ainsi, v, appar-
tient a I'ensemble des entiers n tels que S,, > t1, ensemble
dont le minimum est v¢,. Donc v¢, < vy, : cela prouve
que [t — V] est une fonction croissante.

9.b. Soitt > 0, fixé. Comme on I'a remarqué plus haut,
Sy, > t,donc il existe ¢ > 0 tel que

t<t4+e<S,,.

Cela implique que l'entier v; appartient a 'ensemble des
entiers n tels que S;, > t + ¢, ensemble dont le minimum
est viye. Donc

Vite < Vi

Or la fonction [t — v¢] est croissante, donc

VO<h<e Vige <Ve<Vigh < Vige,

ce qui prouve que [t — V] est constante sur [t,t + ¢[. En
particulier, la fonction [t — V] est continue a droite (cad)
en chaque point et comme elle est croissante, elle admet
une limite a gauche (lag) en chaque point.



